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METODE NUMERICE

I. ERORI
1. Introducere

Rezolvarea unei probleme presupune:

1) elaborarea algoritmului

2)  transpunerea intr-un limbaj de programare

3)  verificarea rezultatelor (intermediare, finale)

4)  precizia rezultatului
Din 4) si din faptul ca Tn memorie reprezentarea informatiilor NU este exacta deducem faptul ca
rezultatele sufera aproximari.

Definitie. Fie x € R . Notim X valoarea aproximativa a lui x. Atunci:
ey = X—X se numeste eroare absolutd, iar

e .
£ _=—*se numeste eroare relativa.
X

Obs. Se obisnuieste si e, = | xX—Xx |

X

= = |
x
2. Clasificarea erorilor

Erorile se pot clasifica astfel:
- erori inerente (ale problemei) — acestea rezulta din simplificarea modelului fizic pentru a
putea fi cuprins intr-un model matematic
- erori de metoda (de trunchiere) — aceste erori provin din metoda matematica utilizata
- erori de rotunjire — acestea provin din datele de intrare/iesire sau la calcule (erori de
operatie)

Exemple:
Sa se calculeze suma:

Lo ikt

=— +K
1.2 2.3 n-(n+1)
Evident
1 1 1 .. .
S =——+—+K +———— suma primilor n termenti,
" 1.2 23 n-(n+1)
si evident

S — S ,adica S, este sir convergent cu limita S.

Problema este cd in programare nu putem determina limita, ca notiune matematica.
Se poate descrie calculul sumei printr-o formula de recurenta:

5oL
2
n: n—1 1 ’ n22
nn+1)

Atunci:
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1 2

S, =8 +-—=—

2 16 3

1 3

S, =5, +—=—

12 4
M

9

S, =8+—=—

790 10

Atunci se poate lua S = Sg=0.9
Dar
S, =
n+1

si
limS =1=S

n—soco
deci eroarea este de 0.1.
Cea mai utilizata metoda de rotunjire este rotunjirea prin trunchiere (prin taiere).
Exemplu:
x = 12945.734
Aceasta valoare se poate trunchia la:

X, =12940
X, =12945
X,=12945.7
X, =12945.73

dar evident si
x,=12900

In ceea ce priveste propagarea erorilor se poate demonstra ci lucrand cu valori rotunjite (lucru
obligatoriu cand se lucreaza 1n virguld mobild) pot sa apara erori semnificative la rezultate.
Exemplu:
Sa se calculeze

X = sin(x) unde xo = 25.7 radiani cu eroare absoluta de 10
Se poate calcula astfel:

3 5 n _2n+l 2n+3
|x—X|=[sinx, - (x, Doyt +( D" <o B
3! 5! Cn+1)! | 2n+3)!
Folosindu-se, in calculul in virguld mobila, 6 cifre pentru mantisa si 2 pentru exponent se ajunge la:
sin xo = 891.789 !!! evident erdnat

Explicatiile acestei aberatii:

- viteza de convergenta a seriei folosite

- acumularea erorilor de rotunjire
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II. REZOLVAREA ECUATIILOR ALGEBRICE

1. Generalitati

Fie ecuatia f(x) = 0, cu f continud pe intervalul (a,b)C R
Un numar real € R cu f(a) = 0 se numeste raddcina a ecuatiei date.

Definitie:
O ecuatie de forma
P(x) =0, cu P(x) polinom se numeste

ECUATIE ALGEBRICA
P(x)=a, x"+a,-x'+..+a,_x""+a,=0
P, (x)=0

Daca ecuatia nu poate fi pusa sub forma unui polinom se numeste
ECUATIE TRANSCENDENTA
Exemple de ecuatii transcendente:
x—10sinx =0;
2% =2cosx=0;
lg(x+5) =cosx;
X’ +cosx—1=0;
e"+2x-5=0;
Observatii:

1. Este cunoscut faptul ca pentru n=1 (ecuatie liniard) si n=2 (ecuatie patraticd) existd formule
exacte de rezolvare. Pentru n=3 si n=4 exista formulele Cardano si Ferrari de determinare a
solutiilor. Pentru n>4 nu exista formule de determinare a solutiilor (metode exacte), decat
numai pentru anumite cazuri particulare. De obicei rezolvarea unei ecuatii algebrice pentru
n>4 se face prin metode iterative de calcul.

2. Mai este cunoscut faptul, cd orice ecuatie algebrica are cel putin o radicind reala sau
complexa.

3. La scrierea unei ecuatii in formad canonica vom avea aceleasi radacini ca §i pentru ecuatia
initiald, Tnsd in acest caz pot sd aparea si radacini suplimentare.

De exemplu, ecuatia algebricid v/2x” —1+x =+/2x> +1—1, poate fi adusi la forma canonici:
7x* +12x° +2x% —4x-5=0.

In general astfel de ecuatii nu au radicini exacte. Din aceasti cauzi se determind o aproximatie a

radacinilor, procedand astfel:

vvvvv

contind o singurd radacina
b) se imbunatateste aproximatia cat de mult se
poate (sau cere problema)

TEOREMA
Daca

f:la,p]— R, continua pe [a, b], are semne
contrare la capetele intervalului, adica

f(a)- f(b)<0 atunci

dae(a,b)cu f(ax)=0
adica ecuatia f(x) = 0 are solutie 1n acest interval.

Figura 1.
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Obs.
1. Daca functia f este injectiva atunci 3!ae (a,b)cu f(a)=0radacind unica
2. Separarea radacinilor se face, de obicei, astfel:
a. se imparte (a, b) in intervale
a; < ax<..<a,

b. se calculeaza f{a;), flaz), ..., fla,)

Izolarea solutiilor. Diverse metode de separare (reper matematic)

Prima etapa de rezolvare numerica a ecuatiei f{x)=0 consta in separarea radacinilor, (izolarea
solutiilor), adicd in stabilirea intervalelor ce contin o rddacind unica.

Aceasta etapa poate fi realizata in citeva moduri: separarea graficd, separarea analiticd sau
separarea prin metoda incercarilor.

Separarea grafica a radacinilor
Sa analizam mai Tntai modalitatea graficd de separare a solutiilor.

Luand in consideratie faptul ca radacinile reale ale ecuatiei f(x)=0, nu reprezintd altceva decat
abscisele punctelor de intersectie ale graficului functiei y=f(x) cu axa Ox, este destul sd construim
graficul functiei f(x) si apoi sd separam intervalele care contin exact cite o radacind. Daca ecuatia
nu are solutii foarte apropiate una de alta, atunci prin aceastd metoda radacinile se izoleaza foarte
usor. in practica insa, de cele mai multe ori, intdlnim cazuri cand functia este de o forma destul de
complicatd pentru a construi graficul ei. In astfel de cazuri, pentru simplificarea construirii
graficului, ecuatia f{x)=0 se inlocuieste cu ecuatia echivalenta ei
Si)=f2(x),

unde f1(x) si fo(x) sunt mai simple decat ecuatia initiala.

Atunci construind graficele functiilor y=fi(x) si y=f2(x), putem foarte usor izola segmentele sau
intervalele care contin radacinile, deoarece ele reprezinta abscisele punctelor de intersectie ale
acestor grafice ( vezi fig.1).

b

108 1.44%18 216 252

Fig. 1

Exemplu: Sa se separe grafic radacinile ecuatiei sin2x—Inx=0. Construim separat graficele
functiilor y=sin(2x) si y=In(x). Din grafic rezultd cad ecuatia are o singura solutie, care apartine
intervalului [1; 1.5].
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Separarea analitica

In alte cazuri este bine ca separarea grafica si fie insotitd de separarea analitica a radicinilor, care

poate fi realizata prin calcul direct sau aplicand una dintre metodele cunoscute.

Una dintre metodele de separare analiticd a radacinilor se bazeaza pe urmatoarea consecinta a

teoremei lui Rolle: intre doua radacini reale consecutive ale ecuatiei f(x)=0 exista cel mult o

raddcina reala a ecuatiei f(x)=0.

Fie x;<x,<...<x, radacinile ecuatiei f(x)=0. Se formeaza sirul lui Rolle:
f(=0), fix1), f(x2),..., fx,), f(e=). Conform consecintei enuntate, in fiecare interval
(=00, X1), (X1, X2)50ees (Xiy Xit1)senes (Xny ©0)
se afla o radacind reald a ecuatiei f{x)=0 numai daca functia ia valori de semne contrare la capetele
intervalului, adica daca f(x;)-f(x;+1)<O.

Prin urmare, ecuatia f(x)=0 are atdtea raddcini céte variatii de semn prezintd sirul lui Rolle. Din
punct de vedere practic, aceasta metodd prezintd un dezavantaj, deoarece necesitd rezolvarea
ecuatiei f'(x)=0, ceea ce uneori este la fel de dificil ca si rezolvarea ecuatiei f(x)=0.

Foarte utile pentru separarea solutiilor sunt urmatoarele teoreme din analiza matematica, teoreme
stabilite de Augustin Cauchy, matematician francez.

Teorema 1

Daca functia f(x) de o singurd variabila reala definita pe un segment [a,b], este continua pe acest
segment si admite valori de semn opus la capetele segmentului cercetat, adica f(a)-f(b)<0, atunci
pe acest interval existd cel putin o radicind a ecuatiei f{x), adicd se va gasi un numar & (a,b),
astfel incat f{£)=0 (fig. 2).

Teorema 2

Daca o functie este continud si strict monotona pe un segment oarecare [a,b], si fla)-f(b)<0,
atunci pe acest segment existd o radacind $1 numai una singurd.

Deci, radacina & este unica, daca existd derivata de ordinul intéi si aceastd derivata isi pastreaza
semnul constant in interiorul acestui interval (a,b), adicad f(x)>0 (sau f'(x)<0) pentru a<x<b (vezi
fig. 3). In caz contrar, este posibil ca in intervalul dat sa existe mai multe radacini sau radacini pot

sa existe chiar daca f(a)-f(b)>0.

o fo>0 [
fia) - fib)
¢ b a :
0 a X 0 X
fla) .
y=f(x)
Fig. 2 — Fig. 3
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Separarea prin metoda numerica aproximativa. Algoritmul metodei separarii radacinilor

Sa discutdam in continuare despre modalitatea de separare a intervalelor ce contin radacini,
aplicabila atat pentru rezolvarea ecuatiilor algebrice cat si pentru cele transcendente.

Problema: Fie este datd functia f{x)=0 — o functie continud, monoton crescatoare sau descrescdtoare
pe un segment oarecare [a, b] si care are semne diferite la capete, adica f(a)-f(0)<O0.

Sa se separe radacinile ecuatiei, adicd sd se determine toate intervalele [x;,x;]c[a,b] care contin
exact cate o radacina.

Vom calcula valorile lui f{x), incepand cu punctul x=a, deplasindu-ne la dreapta cu un anumit pas A
(fig. 4). In cazul cand se va detecta o pereche de valori vecine ale lui f(x), avand cele trei proprietiti
(continuitate, semne diferite la capete si monotonie strictd), atunci putem considera ca am separat
un interval care contine o rddacind unicd a ecuatiei f(x). Evident cd siguranta acestei metode depinde
in mare masurd de caracterul functiei f(x) cat si de marimea pasului de deplasare 4, care trebuie luat
de cele mai multe ori destul de mic.

Pseudocod
citeste a,b,h
X1l <- a
x2 <— x1l+h y4
yl <= f(x1)
cidt_timp x2<b executd
{
y2 <- f(x2)
daca yl-y2<0 atunci 0
scrie x1,x2
x1l <- x2
x2 <- xl+h
yl <= y2
} Fig. 4
program separarea_solutiilor;
uses crt;
var a,b,h,x1,x2,yl,y2:real;
function f (x:real) :real;
begin
:=cos (x)-0.1*x%;
end;
begin
clrscr;
write('dati a="); readln(a);
write('dati b="); readln(b);
write('dati pasul h='); readln(h);
x1l := a; x2 := h+xl; yl := f(x1);
while x2<b do
begin
y2 = f(x2);
if y1*y2<0
then writeln('solutia se afla in intervalul [',x1:0:4,'; ',x2:0:4,']1");
x1 1= x2;
x2 := x2+h; dati a=-10
dati b=10
yl = vy2; dati pasul h=0.1
end; solutia se afla in intervalul [-1.5000; -1.4000]
end. solutia se afla in intervalul [0.7000; 0.8000]
dati a=-10
Exemple: gaE% b=101 ool
atl asu =U o
a) 3" +5x2=0; solut?a se afla in intervalul [-1.4900; -1.4800]
b) 3XA*¢LX%—12X4'124); Zoigtia ;e afla in intervalul [0.7300; 0.7400]
atl a=—
¢) 0,5%+1=(x-2)% dati b=l
d) (x+3)-cosx=1, 2m<xL27 dati pasul h=0.001

solutia se afla in intervalul [-1.4810; -1.4800]
solutia se afla in intervalul [0.7360; 0.7370]
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2. Rezultate generale privind ecuatiile algebrice

Fie
P(x)=ap" + axX + ... + apix + a,=0cu a,€R, a,#0
Un numar real o se numeste raddcina simpla daca P()=0 si P'(a)+#0
Un numar real o se numeste raddcind multipa de ordin k daca
P(a)=P'(@)=L =P* " (a)=0 si P*(a)#0

TEOREMA fundamentald a algebrei.
Orice ecuatie algebricd de grad n are exact n radacini.

TEOREMA
Daca
oa=a,+i-a, cu P(a)=0atunci
P(@)=0undea=q,-i-q,
Concluzii:

1. radacinile complexe sunt in numar par
2. o ecuatie algebricd de grad impar are cel putin o radacina reala

TEOREMA
Toate radacinile x, X, ..., X, ale unei ecuatii algebrice se afla in interiorul cercului cu centrul in
origine si de raza

R:1+iunde
|“0|

,L7

a:max{|a1 a, a

4 n

J
Demonstratie
aox" = P(x) - (a;x™" + ... + a,), de unde rezultd
lagx"l < IP(x)l + 1 aix™ '+ ... + layl, deci
IP(x)1 > lagx"| - (| ajlelx™ 1+ ... + lagh> laglelx"l - ae (IX" '+ ... + 1) = |ay|

X' -a———

n

X

a
> (|a0|_|x|——1)'

Daci alegem x astfel ca |ay| 2 |x|i—1

. o o o
astfel incat paranteza sa devina pozitiva, deducem |x| >1+ H
a,
va rezulta ca P(x)>0 deci x NU mai poate fi radacina. De aici rezulta ca toate posibilele radacini

indeplinesc conditia: o

o[ <14+=. Wj=Ln
J

a,

In mod similar se obtine si urmatorul rezultat:

Daca a, # 0 si B = max {lagl, lajl, ..., lla,.; }, toate rddacinile ecuatiei se afld in exteriorul cercului cu
centrul in origine si de raza r data de:

— = 1 + ﬁ

r |a,|
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Demonstratie

< r . . . .
Notam x =— si prin inlocuire se obtine:

1 1 1 +a,y+L + g y"
P(x)=a,—+a,—+L +a,,—+a, =HT4) f"—ly @Y :Q(i’)
y y Yy y Yy
Radacinile ecuatiei

\<1+ﬁ, Vi=1n
a

n

| o .
QO(y)=0sunt y, =—, j=1,niar din teorema anterioara stim ca ‘yj
X.
J

adica:
1 1
— < —, deunde ‘xj‘ <r
M d
(-R, 0) 6 A (0,R)
Exemplu K/
Fie ecuatia algebrica
x>-5x*+15x°-25x%426x-12 = 0

Se calculeaza
o = max(5, 15, 25, 26, 12) =26

R=1+ % =142 =07

ja,|
B = maX(l, 5, 15, 25, 26) =26
l=1+£=1+2—6zg,de0ir:£
r a, 12 6 19

Rezolvand ecuatia cu metodele clasice rezulta:
x =1x, =1+iv2,x, =1-iv/2,x, =1+i3,x, =1-i\3
vom observa ca toate radacinile sunt in intervalul calculat.

III. METODE DE APROXIMARE A RADACINILOR UNEI ECUATII ALGEBRICE SAU
TRANSCENDENTE

1. Generalitati
Fie
fix) =0, f:(a, b) — R, continud pe intervalul (a, b)

------

In ceea ce priveste aprecierea erorii de determinare a radacinii o se poate demonstra urmatoarea

TEOREMA
Fie ae (a,b)cu f(a) =0 sifie ¢, € (a,b)

Daci f este derivabild pe (a, b) si Ju>0cu|f'(x)| > u, Vxe (a,b) rezultd
|f (@)

l—a| < p

Demonstratie
Fie o< ¢, . Din teorema lui Lagrange rezulta
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dce (a,ay)cu f(a,)— f(a)=(a,— ) f'(c)
Dar f{a) = 0, deci
|f(@)|=|a—a||f (c)| de unde
|a—a |: |f(ao)| < |f(ao)|
")

apreciere a solutiei poate fi oricat de mica.

,deoarece i < | f'(x)

,Vxe (a,b) ceea ce arata ca eroarea de

Fie f:[a, b] — R, continua pe intervalul (a, b), cu f{a) f(b)<0, deci are semne opuse la capetele
intervalului.
Impartim intervalul [a, b] Tn doua parti egale

[ a+b}[a+b }
a, ,b
2 2
avem doud cazuri:

daca f(“—;“b) —0=>a

_a+b

daca f (a_;—b) # (atunci vom alege acel interval [a;, b;] dintre cele doud

pentru care f{a;) ‘f(b;)<0. Vom obtine astfel un sir de intervale
[a;, bi]l cu  fla;) f(b1)<O
[az, bo] cu  flaz) f(b2)<0

[an, bu]l cu  fla,) f(Da)<O ()
b—a
2n
Deoarece sirul (a,) este crescator si marginit, el are o limita.
Analog, deoarece sirul (b,) este descrescator si marginit, el are o limita.
Se observa, de asemenea ca
—a
2)1

unde, evident b, —a, =

=0

lim(b, —a,) =1lim
ceea ce inseamna ca
lim(a,)=1lim(b,) =
Atunci din (*) se obtine
lim(f(a,)- f(b,)=(f ()’ <0si din (evident) (fa) )2 > (0 varezulta
fla) =0, adica o este radacina.

Obs.
b—a

In( )

. b—-a - -~ g . . ..
Din ——< € rezultd n= % +1, adicd numarul de pasi pentru a obtine precizia .
n

Exemplu:
Sa se determine solutia ecuatiei
x*-x*+x%+2x-6 = 0 din intervalul [1,2]
Se observa, din calcul, faptul ca
f(1) = -3 51 f(2) = 10, deci functia are semne diferite la capetele intervalului.
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//expresia functiei f o ddm explicit

cat_timp (f((atb)/2)<>0 si b-a>e) executa

{

daca f(a)-f((atb)/2)<0 atunci

b <- (atb)/2

altfel

a <- (atb)/2

}
y <- (atb)/2
scrie y
program injumatatire;
uses crt;
var a,b,eps,y:real;
functia:string;
nr_pasi:integer;

function f (x:real) :real;
begin

f = x*x*x-10*1n(x)
end;

function f1l (x:real) :real;
begin

fli=x*X*X*X-—X*X*X+X*x+2*x-6

end;

function f2 (x:real) :real;
begin

f2:=x*1n(x)-1 {in
end;

function f3 (x:real) :real;
begin

f3:=x*x+1n(x)-4 {in
end;

function f4 (x:real) :real;
begin

f4:=2/3*sqgrt (x*x+9) -x
end;

function f5(x:real) :real;
begin
f5:=2*X*x*x-6* *x*x—x+3

end;

begin
write('limita inferioara a=');readln(a);
write('limita superioara b="');readln(b);
write ('precizia E=');readln (eps);
clrscr;

nr_pasi:=0;

writeln('[a,b]l=["',a:5:1,"',"',b:5:1,"]

§\/x2—9—lnx=0,

[1,3] ¥y =2.99999999630
[0.1,1] y =0.99999999665

are solutia y=1.7632228434}

are solutia y=1.84109706}

3] are solutia y=2.68328157440}

E=',eps:10:8);

writeln (' METODA INJUMATATIRII INTERVALULUI');

writeln (' a ':12,"

b');

writeln ('========================
while (f3((a+b)/2)<>0) and (b-a>eps)

begin
nr_pasi:=nr_pasi+l;
if f3(a)*f3((atb)/2)<0 then
b:=(a+b) /2
else
a:=(a+b)/2;
writeln(a:12:8,b:20:8, 'b-a="':8,b-a:12:8)
end;
y:i=(at+b) /2;

writeln('-—————-----------—-———

writeln ('SOLUTIA APROXIMATIVA DUPA ',nr_pasi,' PASI ESTE y=',y:12:8);

end.
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APLICAREA METODEI BISECTIEI LA AFLAREA TUTUROR SOLUTIILOR UNEI ECUATII NELINIARE

Rezolvarea ecuatiilor neliniare cu ajutorul calculatorului prevede urmatorii pasi:

e Selectarea intervalelor ce contin solutii separate.
e Aplicarea metodei respective de gasire a solutiei 1n fiecare interval, ce contine o solutie seperata

Algoritmul separarii solutiilor poate fi urmatorul:

Fie datd ecuatia f{x) = 0. Presupunem ca functia f{x) este continua si graficul ei este reprezentat 1n
figura urmatoare:

Vom incepe cu un interval destul de mare [a,b]. Alegem un pas suficient de mic h si incepand din
capdtul a vom calcula valorile functiei la capetele tuturor segmentelor de lungime h. Daca functia
f(x) capata valori de semn opus la capetele segmentului, atunci inseamna ca acest interval contine
cel putin o solutie a ecuatiei f{x)=0. Din grafic observam ca solutiile x;, X2, X3 §i X4 apartin unor
astfel de intervale de lungime h, iar la capetele fiecarui interval, functia f(x) are valori de semn
opus. Capetele acestor intervale le vom memora intr-un tablou.

In continuare vom aplica metoda bisectiei pe fiecare interval ce contine o solutie separati a ecuatiei

fix)=0.

Exercitii: aplicati metoda bisectiei pentru ecuatiile e +x>2=0
Inx-x+1.8=0
X cos(x) —sin(x) =0

3. Metoda coardei

Fie f:[a, b] — R, continua pe intervalul (a, b), cu f{a) f(b)<0, deci are semne opuse la capetele
intervalului.
Pentru inceput vom presupune f(a)>0 si f(b)<0, adica:

y A
A

cand f(a)>0

f"(x)>0,Vxe (a,b)
"aduna apa"
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Ducem coarda AB.
Stiind ca ecuatia dreptei care trece prin doud puncte A(xy, y1) si B(X2, y2) este
y=y = u(x— X,) si ca, in cazul nostru punctele sunt A(a, f(a)) si B(b, f(b)), obtinem
X, =X
x—a__ y-f(a)
b—a f)-f(a)

Intersectand aceasta dreapta cu dreapta y=0 vom obtine

X, =a—A(l)—a) sau, notand A, =—A(b—a)
f®b)—f(a) fb)—f(a)
x1=a+h1
Pseudocod
citeste a, b, &, £ //expresia functiei f o ddm explicit
f(a)
xl <-a - —————————— (b-a)
f (b)-f (a)
cat_timp |f(x1|> € executd
{
daca f(a)f(x1)<0 atunci
b <- x1
altfel
a <- x1
f(a)
xl <-a - —————————— (b-a)
f(b)-1f(a)
}
y <- x1
scrie y
program coardal;
var a,b,eps,y, xl:real;
nr_pasi:integer;
functia:string;
function f5(x:real) :real;
begin
fO1=x*X*AXFX-—XFX*R+X*X+2Fx~6
end;
function f2 (x:real) :real;
begin
f2:=x*1n(x)-1
end;
function f3 (x:real) :real;
begin
f3:=x*x+1n(x)-4
end;
function f4 (x:real) :real;
begin
f4:=2/3*sqgrt (x*x+9) -x
end;
function fl (x:real) :real;
begin
fl:=2*x*x*x-6*x*x—x+3
end;
begin
write('limita inferioara a='");readln(a);
write('limita superioara b='");readln (b);
write('precizia E="');readln (eps);
writeln('[a,bl=[",a:5:1,",",b:5:1,"] E=',eps:10:8);
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writeln (' METODA COARDEI');
writeln (' a ':12," b"');
writeln ('====================================================== "),

end.

nr_pasi:=0;
x1l:=a-fl(a)/ (fl(b)-fl(a))*(b-a);
while f1l (x1)>eps do
begin
nr_pasi:=nr_pasi+l;
if fl(a)*fl(x1)<0
then b:=x1
else a:=x1;
xl:=a-fl(a)/ (fl(b)-fl(a))* (b-a);
writeln(a:12:8,b:20:8, 'b-a="':8,b-a:12:8)
end;
y:=x1;
writeln('--———————— ")
writeln ('SOLUTIA APROXIMATIVA DUPA ',nr_pasi,' PASI ESTE y=',y:12:8);

Facand 1n relatia de mai sus +b -b se obtine:

x =b __ B (b—a)
f) - f(a)
Procedand analog se va obtine, pe rand
X, =X —A(x1 —a)
f(x)—f(a)

X, =X, —&(x2 -a)

) f(x,)—f(a)
X, =X A(xn_1 —a)

)~ f (@)

deci pentru f(a)>0 si f"("—;b)>o afix

daci f(a)- f"("—;b)<o = bfix

Exemplu:

Sa se determine solutia ecuatiei
2x°-6x>-x+3 = 0 din intervalul [0, 1]
Se observa, din calcul, faptul ca
f(0) =3 51 f(1) = -2, deci functia are semne diferite la capetele intervalului.

Pseudocod
citeste a, b, &, £ //expresia functiei f o ddm explicit
dacad f(a)f''((a+b)/2)>0 atunci
{ fix <- a
x0 <- b}
altfel { fix <- b
x0 <- a}
£ (x0)
2l €= x50 = ============== (x0-fix)

f(x0)-f (fix)
cat_timp |x1-x0|>= ¢ executad

{

x0 <- x1
£ (x0)
2l €= %0 = ============== (x0-fix)
f(x0)-f (fix)
}
y <- x1
scrie y
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Program coardaz; function f3secund(x:real) :real;
var a,b,eps,vy,x0,x1l,fix:real; begin
nr_pasi:integer; f3secund:=2-1/ (x*x)
end;
function f5(x:real) :real;
begin function f4 (x:real) :real;
fOI=X* X XFX—X*XRFX+XFX+2*X~6 begin
end; f4:=2/3*sqgrt (x*x+9) -x
end;
function fS5secund(x:real) :real;
begin function f4secund(x:real) :real;
f5secund:=12*x*x-6*x+2 begin
end; fdsecund:=6/ ( (x*x+9) *sqgrt (x*x+9) )
end;
function f2 (x:real) :real;
begin function f1l (x:real) :real;
f2:=x*1n(x)-1 begin
end; fl:=2*X*X*xX-6*x*x-x+3
end;
function f2secund(x:real) :real;
begin function flsecund(x:real) :real;
f2secund:=1/x begin
end; flsecund:=12*x-12
end;
function f3 (x:real) :real;
begin
f3:=x*x+1n(x)-4
end;
begin
write('limita inferioara a='");readln(a);
write('limita superioara b="');readln(b);
write ('precizia E='");readln (eps);
write('f(x)=");readln (functia);
clrscr;
writeln('[a,b]l=[',a:5:1,"',"',b:5:1,"] E=',eps:10:8);
writeln (' METODA COARDEI');
writeln (' x0 ':12," x1 fix');
writeln ('====================================================== )
nr_pasi:=0;
if fl(a)*flsecund((a+b)/2)>0
then
begin
fix:=a; x0:=b
end
else
begin
fix:=b; x0:=a
end;
x1:=x0-f1(x0)/(£f1(x0)—-f1(fix))* (x0-fix);
while abs (x1-x0)>eps do
begin
nr_pasi:=nr_pasi+l;
x0:=x1;
x1:=x0-f1(x0)/(f1(x0)-fl(fix))* (x0-fix);
writeln(x0:12:8,x1:12:8, 'x0-x1="':8,abs (x0-x1) :12:8,"' ', fix:4:2)
end;
y:=x1;
writeln('--------------------- - - - - - - - - - - - - - - - - - -\ -\ -\~ —~——(—(—(—(——(—(—(—— ")

end.

writeln ('SOLUTIA APROXIMATIVA DUPA ',nr_pasi,' PASI ESTE y=',y:12:8);
repeat until keypressed

Pentru exemplul de mai sus se obtin

y = 0.70710678 27 pasi injumatatire
y~0.70710678 6 pasi coardal

y = 0.70710678 7 pasi coarda2

y ~0.70710678 4 pasi tangenta
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4. Metoda tangentei (NEWTON - RAPHSON)

Fie f:[a, b] — R, continua pe intervalul (a, b), cu f, f' semn constant pe [a, D]

y
Ala, fla)

f(a)>0
f'(x)>0, x din [a, b]

0 a=xp X1 X2 & X

 f(b)

B(b, f(b))

si fie x( = a astfel incat
Sxo)of"(x0)>0

atunci, scriind ecuatia tangentei la curba in punctul x, vom obtine
Y - Yo =f(x0)(x - X0)

si intersectand aceastd dreapta cu dreapta

y=0
vom avea
S
()
si procedand analog pentru punctul x; obtinut, apoi In continuare:
<5}
f'(x)
]
f(x,)
¥ Bb,ftby)
X, =x ——f'(x"—l) (%)
f'(x,.)

f(b)

In mod analog se deduce modul de calcul si daci
graficul functiei este

0 a G X2 % b=Xg

f(a) Al (a)

caz In care Xo = b.

Exemplu:
Sa se determine solutia ecuatiei
xX*+x°-2x-2 = 0 din intervalul (1, 2)
Se observa, din calcul, faptul ca
f(1) = -2 51 f(2) = 6, deci functia are semne diferite la capetele intervalului.
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Pseudocod
citeste a, b, &, £ //expresia functiei f o ddm explicit
a+tb
daca f(a)f(———)>0 atunci

2

x0 <- a
altfel

x-— <- b
repeta

f' (x0)
x0 <= x0 - vy
péna_cand |y| <= ¢
scrie x0

Obs. Deoarece de multe ori este dificil de calculat f'(x) se poate aproxima aceasta prin

f(xi) B f(xi_l)

i i—1

f(x) =

program tangenta;
var a,b,eps,y,x0:real;
nr_pasi:integer;

function f5(x:real) :real;
begin

fOI=X* R X*X—X*X*X+X*X+2*X~6
end;

function fbprim(x:real) :real;
begin

fS5prim:=4*x*x*x-3*x*x+2*x+2
end;

function f5secund(x:real) :real;
begin

f5secund:=12*x*x-6*x+2
end;

function f2 (x:real) :real;
begin

f2:=x*1n(x)-1
end;

function f2prim(x:real) :real;
begin

f2prim:=1n(x)+1
end;

function f2secund(x:real) :real;
begin

f2secund:=1/x
end;

function f3 (x:real) :real;
begin

f3:=x*x+1n(x)-4
end;

function f3prim(x:real) :real;
begin

f3prim:=2*x+1/x
end;

function f3secund(x:real) :real;
begin

f3secund:=2-1/ (x*x)
end;
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function f4 (x:real) :real;
begin

f4:=2/3*sqrt (x*x+9) -x
end;

function f4prim(x:real) :real;
begin

fdprim:=2/3*x/sqrt (x*x+9) -1
end;

function f4secund(x:real) :real;
begin

fdsecund:=6/ ( (x*x+9) *sqrt (x*x+9))
end;

function fl (x:real) :real;
begin

fl:=2*X*xX*x-6*xX*x-x+3
end;

function flprim(x:real) :real;
begin

flprim:=6*x*x-12*x-1
end;

function flsecund(x:real) :real;
begin

flsecund:=12*x-12
end;

function f6 (x:real) :real;
begin

fO:=x*xX*x+x*x-2*x-2
end;

function f6prim(x:real) :real;
begin

foprim:=3*x*x+2*x-2
end;

function fb6secund(x:real) :real;
begin

fésecund:=6*x+2
end;
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begin
write('limita inferioara a='");readln(a);
write('limita superioara b='");readln (b);
write('precizia E="');readln (eps);
writeln('[a,b]l=[',a:5:1,"',"',b:5:1,"] E=',eps:10:8);
writeln (' METODA TANGENTEI');
writeln (' x0 ':12," v');
writeln ('====================================================== ")

nr_pasi:=0;

if fl(a)*flsecund((at+b)/2)>0

then x0:=a else x0:=b;

repeat
nr_pasi:=nr_pasi+l;
y:=f1(x0)/flprim(x0);
x0:=x0~-y;
writeln(x0:12:8,abs (y) :12:8)

until abs (y)<eps;

y:=x0;
writeln('--——————-----""""""""""""""""""—— ')
writeln ('SOLUTIA APROXIMATIVA DUPA ',nr_pasi,' PASI ESTE y=',y:12:8);
end.
Exercitii:
1) e'+x-2=0 [-1, 1]
2) x-4x*+x-9=0 [0, 10]
3)  x’-sin(x)-9=0 [0, 4]

4)  6ln(x)-cos(x)-Vx=0  [1/e, €’]
5) x*Vx-V(x*+11)-8=0 [0, 9]
6) VQ2+In(x))+4x*x-5=0 [1, 3]

7)  x sin(x?)+x>-1=0 [0, 2]
8) e —x—cosx—1=0 [0,3]
9) e*x sin(x)-2=0 [0, 1]

10) In(1+2x)+e*x-2=0 [0, 2]

5. Aplicatie 1a metoda NEWTON-RAPHSON (algoritmul lui HERO)

Fie a >0 => {/a este ridicina ecuatiei x* —a =0

Conform metodei Newton-Raphson avem

Graficul functiei

flx)=k-x*">0
') =k-(k=1)-x7 >0, Vxe (0,)

f(x)=x"—a este

0 Y(4a .0)

A(0,-a)

deci ecuatia are solutie unica
ae R, a>0
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Aplicand formula tangentelor (**) se obtine

sau transformand

1 a
X, = ;|:(k —l)xn_l +Fj|, n= 1,2,K

n—1

Pentru k=2 se obtine radacina de ordinul 2
X, = %{xn_l + L} n=12K numita si formula lui HERO
xn—l

iar pentru k=3

2
n—1

X, =1{2xn_1 +i} n=12K
3

Obs. Se poate demonstra ca doar pentru xg > 0 procesul este convergent.

Metoda mixta (aplicarea simultana a metodei coardelor si tangentelor). Reper matematic.
Metoda corzilor i metoda tangentelor ne dau valorile aproximative ale radacinii & din ambele parti
(prin adaos si prin lipsd). De aceea ar fi mai rational sa le folosim simultan, caz in care precizarea
radacinii are loc mai rapid.
Fie dati ecuatia f(x)=0, radicina & care este deja separati si se afld in segmentul [a,b]. In plus mai
sunt indeplinite conditiile urmatoare: f{a)-f(b)<0, iar f(x) si f'(x) 151 pastreazd semnul pe segmentul
cercetat.
Aplicam simultan metoda coardelor si secantelor, ludnd in consideratie de asemenea si tipul
graficului functiei f(x).
Teoretic sunt posibile 4 cazuri:

D) f(0)>0; /(x>0 (fig.4)

2) f(0)<0; f"(x)<0 (fig.5)

3) f(0)<0; f"(x)>0 (fig.6)

4) f(x)>0; f'(x)<0 (fig.7)

Concretizam:
Daca f(x)-f"(x)>0, atunci metoda coardelor ne da solutia aproximativa prin lipsd, iar metoda
tangentelor — prin adaos.

y By y
/
~4
(D)
fla) |
=X X X2 G ;;b:mx
0 : Y/ = a=xy % & A
f(a) ; Xy X b= X 0 A=K G ;
A )
Fo 4 P—-u 5 1301
ig. 12.

Daca f'(x)-f"'(x)<0, atunci metoda coardelor ne da valoarea radacinii prin adaos, iar metoda
tangentelor — prin lipsa.
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Y 4 Y &

A

0

Fig. 6 Fig. 7
Insa in toate cazurile, radacina reald &£ a functiei f(x) este cuprinsa intre valorile aproximative ale
radacinilor aflate in urma aplicarii simultane a ambelor metode. Mai precis, se respectd inegalitatea:

a<x, <&<x, <b,

unde x;, — aproximatia prin lipsd, iar x, — aproximatia prin adaos.
Calculele pot fi efectuate in urméatoarea ordine.

Cazul I:
Daca f'(x)-f"(x)>0 si xe[a, b], atunci la extremitatea stinga a se aplica metoda coardelor, iar la
extremitatea dreaptd b — metoda tangentelor si atunci vom avea:

0 g L@ O=0) ) 0
f&)-f@ f'®)

Acum radacina adevdaratd se gaseste pe intervalul [a;, b;]. Aplicand pe acest interval metoda mixta
vom cdpata aproximatiile urmatoare:

_ _f(dl)'(bl—dl) -7 f(bl)
a, =a, ., b,=b y
fb)~fa,) f'®)

iar in caz general:
iy :ai_f(a[)‘(bi_a[)’ b,‘+1 =bi_&- (2)
f &)= f(a) 1'®)

Cazul II:

Daca f'(x)-f"(x)<0, atunci de partea extremitatii stangi a, vor fi situate aproximatiile capdtate prin
aplicarea metodei tangentelor, iar de partea extremitatii drepte b — valorile capatate prin metoda
corzilor. Atunci:

alza_&, blzb_M (3)
J(a) Jf(b)=f(a)

Aplicand pe segmentul [a;, b;] metoda mixtd, vom cdpata:

f(al) b. =b f(bl)'(bl—dl)

Clzzal_f,(al)’ 2~ Y f(bl)—f(al)
In caz general:
a, =4, _&’ b, =b, - J ) b —a) 4)
fa;) fb)-f(a)
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Metoda mixta este foarte comoda pentru estimarea erorii de calcul. Procesul de calcul se incheie

atunci cand se indeplineste inegalitatea: |x; —xi‘< €. In acest caz in calitate de valoarea

T C s e l(— = o
aproximativd a raddcinii se poate lua valoarea: fzz(xi —xi), unde valorile x, si x, —

aproximatiile prin lipsa si corespunzator prin adaos.

Algoritmul realizarii metodei mixte

1. Definirea functiei f(x), a intervalului de lucru [a, b], a preciziei € si a
numdrului maxim de iteratii nmax.
2. Proces de calcul:
a) initializarea procesului de calcul:
fa:=f(a); fb:=f(b); niter:=0;
x:=a— (b—a) *fa/ (fb-fa) ; { calcul solutie initialad }
fx:=f (x);
b) Verificare semnelor la capetele intervalului cercetat cu alegerea
aproximatiei initiale:
dacd f (a)*f (x)<=0 atunci

{
xt:=a; { aproximatia initiald este capatul a }
repeta
x:=x—-(x—-a) *fx/ (fx-fa) { calcul dupda metoda coardelor }
fx:=f (x);
xt:=xt-f (xt)/fd(xt) { calcul dupd metoda tangentelor }
niter:=niter+1;
péana_cand |x-xt|<e { s—a atins precizia datd }
}
altfel { f(a)*f(x)>0 }
{
Xt :=Db; { aproximatia initiald este capatul b }
repeta
x:=x— (b—x) *fx/ (fb-£fx) {calcul dupa metoda coardelor }
fx:=f (x);
xt:=xt-f (xt)/fd(xt) {calcul dupa metoda tangentelor }
niter:=niter+1;
pana_cand |x-xt|<€ { s—a atins precizia data }
}

c) solutia este x:=(x+xt)/2

Implementarea programului de determinare a radacinilor prin metoda mixta.
Problema. Utilizand metoda mixta, sa se precizeze radacina ecuatiei

y=cos x—0,1x pe segmentul [1; 2] cu precizia e=10"".
program metoda_mixta_initial;
var x,xt,fx,fa,fb,a,b,eps:real;
i,niter:integer;

function f (x:real) :real;
begin

fi=cos (x)-0.1*x;
end;

function fd(x:real) :real;
begin

fd:=-sin(x)-0.1;
end;

begin { program de baza }
a:=1; b:=2; eps:=0.001;
fa:=f(a); fb:=f(b); niter:=0;
x:=a- (b—a) *fa/ (fb-fa); { calcul solutie initiala }
fx:=f (x);
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if f(a)*f(x)<=0

then begin
xt:=a; { aproximatia initiala este capatul a }
repeat
x:=x—(x-a)*fx/ (fx-fa);{ calcul dupa metoda coardelor }
fx:=f (x);

xt:=xt-f(xt)/fd(xt); { calcul dupa metoda tangentelor }
niter:=niter+1;

until abs (x-xt)<eps { s—a atins precizia data }
end
else begin { f(a)*f(x)>0 }
xt :=Db; { aproximatia initiala este capatul b }
repeat
x:=x—(b-x) *fx/ (fb-fx); { calcul dupa metoda coardelor }
fx:=f (x);
xt:=xt—-f (xt)/fd(xt); { calcul dupa metoda tangentelor }
niter:=niter+1;
until abs (x-xt)<eps; { s—a atins precizia data }
end;

X:=(x+xt)/2;
writeln('solutia ecuatiei date este x=',x:0:5);
writeln ('dupa ',niter,' iteratii');

end.

Aplicarea metodei mixte la determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii neliniare

Problema. Sa se elaboreze programul de determinare a tuturor solutiilor ecuatii neliniare
y=cos x—0,1x cu precizia e=10",
Determinarea radacinilor ecuatiilor neliniare la calculator presupune urmatoarele:
= Separarea intervalelor ce contin solutii separate (vezi modulul corespunzator);
= Aplicarea metodei in studiu pentru precizarea tuturor solutiilor cu precizia data.

Implementarea programului este data in continuare:

program metoda_mixta;

var a,b,c,eps,x,x1,x2,h,vl,v2, fa, fb, fx,xt:Real;
i,nit:Integer;

function f (x:real) :real;
begin

fi=cos (x)-0.1*x%;
end;

function fd(x:real) :real;
begin

fd:=-sin(x)-0.1;
end;

function prec(eps:real):integer; { calcularea numarului de zecimale dupa virgula }
var k:integer;

begin
k:i=-1;
repeat
eps:=eps*10;
k:=k+1
until eps>1;
prec:=k
end;
begin
write ('dati valoarea lui a=>"'); readln(a);
write ('dati valoarea lui b=>"); readln(b);
write('dati valoarea pasului h=>'); readln (h);
write('dati valoarea lui eps='); readln(eps);

xl:=a; x2:=x1+h; yl:=f(x1);
while x2<b do
begin
y2:=f(x2);
if f(x1)*f(x2)<0
then begin
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writeln('pe intervalul [',x1:0:prec(eps),'; ',x2:0:prec(eps),']l");
fa:=f(x1); fb:=f(x2); nit:=0;
x:=x1-(x2-x1) *fa/ (fb-fa); { calcul solutie initiala }
fx:=f (x);
if f(a)*f(x)<=0
then begin
xt:=x1; { aproximatia initiala este capatul a }
repeat
x:=x—(x-x1) *fx/ (fx-fa); { calcul dupa metoda coardelor
fx:=f (x);

xt:=xt-f (xt)/fd(xt); { calcul dupa metoda tangentelor
nit:=nit+1;

until abs (x-xt)<eps { s—a atins precizia data }
end
else begin
xt:=x2; { aproximatia initiala este capatul b }
repeat
x:1=x— (x2-x) *fx/ (fb-fx); { calcul dupa metoda coardelor
fx:=f (x);
xt:=xt-f (xt)/fd(xt); { calcul dupa metoda tangentelor
nit:=nit+1;
until abs (x-xt)<eps; { s—a atins precizia data }
end;

xX:=(x+xt)/2;
write('solutia ecuatiei este x=',x:0:prec(eps));

writeln(' dupa ',nit,' iteratii');
end;
x1:=x2; x2:=x2+h;
yl:=y2;
end;
end.
Exemple
1. 2x*cosx=0 (0;1), 107
2. x-sinx=0 10
3. 2¢43x+1=0
4. 3x*+4x’-12x*-5=0
5. 0,5-1=(x+2)
6. (x+3)-cosx=1 27:zx2rx

6. Metoda aproximatiilor succesive

Fie f:/a, b] —

R, continua pe intervalul (a, b), cu f{a) f(b)<0, deci are semne opuse la capetele

intervalului, adica e (a,b), f () =0

Punem ecuatia

Jx0)=0

sub forma

x=g(x)
Deci trebuie determinat & € (a,b) cua = g(a). O astfel de valoare se numeste punct fix pentru

functia g.

Fie x, € (a,b)

o prima aproximatie a lui a.

Construim pe rand sirul
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Daca sirul (x;) este convergent, adica Ja = lim X, , atunci, trecand la limitd n (***) vom obtine
—>oo

a = g(a) adica a este radacina cautata.
Geometric se poate reprezenta astfel:

y=8(x)

y=g(x)

A 4

X X X
0 o A2 1 0 0

Pseudocod
citeste xO0,
x(1l) <- x0
i <-1
executad
1 <— 1i+1
x(1) <— f(x(1-1))
pand_cand (abs(x(i)-x(i-1)< ¢g))
dacd i<nrit atunci
scrie i, €, x(1i)
altfel
scrie ,NU s—a obtinut precizia dorita”

nr_it, e, f

sau (i>nrit)

program aprox;
var eps, x0: real;

i, nrit: integer;

x: array[l..100] of real;
function g(x:
begin

g =
end;

real): real;

sgrt (4-1n(x)) { pentru ecuatia x2+ln(x)—4:0 }

begin
write ('aproximatia initiala:');readln (x0);
write('precizia:');readln (eps);
write ('numar maxim de pasi:');readln(nrit);
x[1] := x0;
i = 1;
writeln('in ', i, '
repeat
i = i+41;
x[1] := g(x[i-1]);
writeln('in ', i, ' iteratii s-a obtinut solutia ',
until (abs(x[i]-x[i-1])<eps) or (i>nrit);
if i<nrit then
writeln('in ', i, '
else
begin
writeln (' in
writeln ('
end;

iteratii s-a obtinut solutia ',

iteratii s-a obtinut solutia ',

',nrit, "'

ultima valoare obtinuta este ',x[1]:13:8)

end.
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Exemple:
cox(x)-x =0 (0, PI/2) e=10"° y=0.73908514 47 pasi
2sin(x)-x =0 (P1/2, PI) e=1078 y=1.89549427 44 pasi
x*+In(x)-4 = 0 (0.5, 2) £=10°° y=1.84109706 12 pasi

Obs. Aceastd ultima ecuatie pusa sub forma

x=+4-Inx

este convergenta catre solutie, dar pusa sub forma

—x? . A
x=e*", ceea ce se poate scrie (in Pascal) x=exp(4—x2)
NU este convergenta.
Apare deci intrebarea: ,,cum alegem functia g astfel incat sa fie convergentd”?

TEOREMA
Fie ecuatia f(x) = 0 (functia f(x) este continud pe intervalul (a, b) si fla)f(b)<0). Punem ecuatia sub
forma x=g(x). Procesul descris de metoda aproximtiilor succesive este convergent cétre solutia o a
ecutiei daca

lg'(x)I<1, pentru orice x din intervalul (a, b)

Cum procedam practic?
Ecuatia
fx)=0
se Tnlocuieste cu ecuatia
x=x-qf(x), unde g >0,
astfel ca
lg'x)I=11-gf(x)l

IV. REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Rezolvarea sistemelor cu un mare numar de ecuatii liniare reprezintd unul din domeniile in care
calculatoarele numerice si-au dovedit din plin eficienta. Problema rezolvarii sistemelor de ecuatii
liniare este foarte des Intdlnitd in simularea numerica. Enumerdm céteva situatii: interpolare cu
functii spline cubice, rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare cu ajutorul metodelor iterative care
au la baza liniarizarea ecuatiilor, discretizarea ecuatiilor diferentiale ordinare cu conditii la limita,
discretizarea ecuatiilor cu derivate partiale. In mod corespunzitor, a trebuit si fie puse la punct
procedee numerice adecvate, atat pentru reducerea numarului mare de operatii, cat si pentru
reducerea erorilor de calcul care cresc cu dimensiunile sistemului de ecuatii. In cazul general,
problema care trebuie rezolvata poate fi scrisd sub forma

n —_—

Zaijxj =b,i=1m

j=1
unde a;; € R sunt coeficienti, x; , j = 1,..., n sunt necunoscutele sistemului, iar b; sunt termenii liberi.
Vom distinge trei situatii.

a. Pentru m < n sistemul este subdeterminat, avem mai putine ecuatii decit necunoscute. In
general, vor trebui alesi n—m parametrii pentru a obtine solutie.

b. Pentru m = n si detA # 0 sistemul este compatibil determinat. Sistemul are o solutie unica.
Este cazul cel mai des intdlnit. Pentru m = n si detA = 0 sistemul poate fi compatibil
nedeterminat, cu o infinitate de solutii posibile, sau incompatibil, cu nici o solutie.

c. Pentru m > n sistemul este supradeterminat, caz in care se cautd o solutie care sd verifice

n n
“cel mai bine” ecuatiile in sensul minimizarii reziduului R = Z(bi —Z a - X j)z .
i=1 j=1
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Nu trebuie uitat cd la reprezentarea numerelor in calculator nu putem retine decit un numar finit de
cifre, iar erorile de rotunjire se propagd. Se poate ajunge 1n situatia ca din cauza acestor erori,
determinantul sa devinad egal cu zero sau sa aiba o valoare foarte mica in modul. Complexitatea
implementarilor prezente in bibliotecile matematice se datoreazd in mare parte tehnicilor de evitare
a acestei situatii, dar totodata si eforturilor de minimizare a memoriei utilizate si a timpului de
calcul.

Metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt de doua tipuri:
® metode directe (sau metode de eliminare sau metode exacte), in care solutia este obtinuta in
urma unui numar de operatii dinainte cunoscut;
® metode iterative, care se bazeaza pe folosirea unei aproximatii initiale ce se imbunatéteste de
la o etapa la alta.

1. Metode exacte
a) Metoda lui CRAMER

Metoda este indicata pentru n < 4.
Sistemul este
A-X = B cu det(A) # 0, caz In care solutia este unica — sistemul este compatibil
determinat.
Daca det(A) # 0, exista A’ (inversa matricii), care are proprietatea
ATA=AAT =1 (matricea unitate)
Atunci, Tnmultind ecuatia la stanga cu Alse obtine, pe rand

A'A-X =B
ATAX=A"B
IX=A"B
Adica
X=A"B solutia sistemului
Dar
A= 1AA unde A" matricea cu complementi algebrici
rezulta
X=1/AA"B
adica
X A,
|l 1 |A,
A
xn An

unde A; sunt determinantii obtinuti prin Tnlocuirea coloanei i cu coloana termenilor liberi.
Deci

xizﬁ,Vizl,n
A
Exemplu:
2x1+%X,— X3 = 3 A=-4#0
X1+X+ X3 = 6 (1, 3, 2) - solutia
_2X1+X2+3X3 = 7

uses crt;

const n=3;

type matrice=array[l..n,l..n] of real;

var a, asav:array([l..n,l..n] of real;
b, x:array[l..n] of real;
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perm:array[l..n] of integer;
i, j:integer;
det,deta:real;

procedure change (var a,b:integer);
var aux:integer;
begin
aux:=a; a:=b; b:=aux;
end;

procedure suma;
var p:real;
sign, i, j:integer;
begin
p:=1;
sign:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1i to n do
if perm[i]>perm[j] then
sign:=sign+1;
for i:=1 to n do
p:=p*ali,perm[i]];
if sign mod 2=0 then
det :=det+p
else
det :=det-p;
end;

procedure permuta (n:integer);
var i:integer;

begin
if n=1 then
suma
else
for i:=1 to n do
begin
change (perm[i],perm[n]);
permuta (n-1);
change (perm[i],perm[n]);
end;
end;

procedure refacere;
var i, j:integer;
begin
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
ali,jl:=asavl[i, jl;
end;

begin
clrscr;
writeln ('Intoduceti matricea A');
for i:=1 to n do
begin
gotoxy (3,1i+3); write (#186);
gotoxy (6*n+4,1+3); write (#186);
end;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
gotoxy (6*j-1,i+3); readln(ali, jl);
asav([i,jl:=ali,jl;
end;
gotoxy (6*n+10,1); writeln('Introduceti matricea B');
for i:=1 to n do
begin
gotoxy (6*n+10,i+3); write (#186);
gotoxy (6*n+17,1i+3); write (#186);
end;
for i:=1 to n do
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begin
gotoxy (6*n+11,i+3); readln(b[i]);
end;

for i:=1 to n do
perm[i]:=1i;
gotoxy (10,n+5); writeln('Rezultat:'");
det:=0;
permuta (n) ;
deta:=det;
if deta=0 then
writeln ('Erocare—-det (A)=0")
else
for i:=1 to n do
begin
refacere;
for j:=1 to n do
alj,i]l:=b[J];
det :=0;
permuta (n) ;
x[1] :=det/deta;
writeln (' x[',1i,']=",x[1i]1:5:2);
end;
end.

b) Metoda (de eliminare) lui GAUSS

Consideram sistemul:
A-X=Bcudet(A)#0
Pentru a descrie mai usor metoda vom considera cazul n = 4. Deci sistemul nostru este:

ajX+aXo+a3Xs+agX, = by
a1X1+axnXo+arx3+anxs = by
a31X1+a32X2+a33X3+a34X4 = b3
a41X1+a42X2+a43X3+a44X4 = by

Presupunem a;; # 0, In caz contrar se schimba intre ele ecuatiile — solutiile nu se schimba.
(a) Impartim prima ecuatie cu a;; si se obtine:

a a b .
)c1+—x2+—13x3+ix4 =—L adica
all all all all
M M M m M _ Gy o _ b .
X tayx,+ayx,+a,/x, =b" (* )undea ; —, b, —a—,]>l
11 11

(b) Se elimina x; din ecuatiile 2, 3, 4 Tnmultind pe rand ecuatia (*) cu ay;, a3j, a4; $i scazand-o din

ecuatiile 2, 3, 4.

Vom obtine sistemul:

M M M M
Ay Xy + A5y Xy + a5, X, = b,

M M M M M _ O P _ o o
Az X, + Ay Xy +az, x, =b;” unde a;° =a;—a,-a;;, b;" =b,—a,-b" i,j22

l l
©} ©) M M
Ayy X, + Qg3 X+ Ay X, = b,

Presupunem a)

# 0. Se repetd etapele (a) si (b) pentru sistemul obtinut. Se obtine:
(1) 1)
b,
@) _ :
= (1) , b, — J> 2

22 22

(2) (2) l)(Z)

<2>
X, tayx, +ay, x, = unde a,

dupa pasul (b) se obtine sistemul
@) ) )
33Xy + a3, X, = by

(2) (2) l)(2)
4

unde a® =a® —a® -a®, b7 =b" —a b i, j23
Ay Xy+a, x, =

Pagina 27din 37 Data: 01.06.2009



Pregatire lot national
Alba Iulia, 18-25 mai 2006

Analog se va obtine:

(3)

EPAE)
X, +ay, x, =b;” unde ag;

apoi, eliminand x3
3

_ 73 3 _ 2
az x,=b” unde a;" =a;” —a;" - aj;
Acum:
b _ L
Y4 _ : 5 Al
X, = Pk b,” apoi se calculeaza pe rand:

44

0@
X, =by —ay - x,

OO
x,=b" —ay, -x,—ay; - x

(2)

33

2, 03

— 3, _ D _ . _ .
x=b"—a, x,—a; x;—a; -x,

In general, pentru un sistem

A-X=Bcudet(A)#0

dupa k transformarise obtine un sistem echivalent:
A®.X=BY, cu AV=A, B"=B
iar pentru k > 2 elementele se calculeaza astfel:

(k=1)
i

(k) _
a; = 0
(k-1)
k=1) _ A; i1 (kD)
ij (k=1) k-1,j
Ay 1
(k=1)
bi
b.(k) — (k-1)
1

p&D _ Qi k1 kD
i (k1) k-1
Ak

Exemplu:

X1+2X2—X3+2X4:2
2X1—X2+3X3—X4=— 1
X1+3X2+X3+X4:4
—X1+2X2+4X3+X4=—3

care are solutia (1, 2, -1, -2)

3j b(3) — b3
%
a

prof. Marinel Serban
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Metoda elimindrii a lui Gauss constd Tn a obtine zerouri succesiv, Intii pe prima coloand (sub
coeficientul a;;), apoi pe a doua coloana (sub coeficientul ay;), s.a.m.d., pe ultima linie a matricei A
ramanand doar coeficientul a,, (evident modificat de operatiile de eliminare anterioare). Aceasta
revine la a reduce matricea A la o matrice superior triunghiulara, iar sistemul la forma

a1 4aiz

0 a(IL)22

0 0 ...

0 0 0 . . .aW¥?M
0O 0 0 O

L0 0 0 0 O

Adin

(1)
a 2n

a(i*l)

a (n-1)

Indicii superiori indicd etapa in care a fost obtinut elementul. Pentru a obtine zerourile de sub
diagonala principald, se folosesc operatii simple de inmultire a unei linii cu un multiplicator si de
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scadere din alta linie. Spre exemplu, pentru a obtine zerouri pe prima coloanda, din linia i se scade

prima linie Tnmultitd cu multiplicatorul m;;, obtinandu-se

aii = aj; - mjia;; = 0 deundesededucem;; = aji;/ail;

Repetand procedeul pentru i = 2, n, se obtin elemente nule pe coloana intdi in aceastd prima etapa.
Evident, pentru a putea opera, trebuie ca a;; # 0. Mai mult, se recomanda ca a;; sa fie Tn modul cat
mai mare posibil, deoarece in acest mod, erorile de rotunjire sunt reduse. Elementul a;; plasat pe
diagonala principala se numeste pivotr. Obtinerea unui pivot cu modul ciat mai mare este posibila
prin schimbari de linii i coloane care nu afecteaza zerourile deja produse, adica pivotul se poate
alege dintre elementele de sub si/sau la dreapta pozitiei de pe diagonala principali a pivotului. in
functie de numarul de elemente dintre care este selectat, pivotul poate fi partial, cand se alege cel
mai mare in modul dintre elementele de pe coloana pivotului, sub diagonala principald, sau total,
cand se alege cel mai mare in modul dintre toate elementele continute in linii si coloane care,
interschimbate, nu modifica zerourile deja obtinute.

Pseudocod
citeste n, a(i,j), i=1,n, j=1,n+1
pentru i=1, n executd
{
schimb (i, cod)
dacd cod<>0 atunci scrie ,sistem incompatibil sau nedetrminat”; exit
redus (1)
}
rezolv
scrie x (i), i=1,n

procedura maxim (i, kO0)

//k0 — furnizeazd rangul ecuatiei cu coeficientul lui x; cel mai mare in
// valoare absoluta
{

m <= [aj;|

k= <- 1

pentru k <- i,n executd
dacd |ay;|>m atunci
{
m <= |agl
k0 <- k

}

procedura schimb (i, cod)
//face ca ecuatia de rang i sd aibd coeficientul lui x; mai mare in valoare
//absolutd decdt coeficientii lui x; din ecuatiile de rang i+1l, i+2, .., n
{
maxim (i, kO)
daca a(k0, 1)=0 atunci cod=1
altfel
{
cod=0
//schimbd linia i cu linia kO
pentru j <- i,n+l executa
{t <= a(k0, 3); a(k0, j) <= a(i, 3); a(i, J) <= t}

}

procedura redus (1)
//imparte ecuatia de rang i cu a(i, 1)
{
pentru j <- i+l, n+l executad
a(il j) <= a(il j)/a(ll l)
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{ rezolvarea sistemelor prin metoda de ELIMINARE a lui GAUSS }
Program gauss;
Uses WinCrt;

Const Nmax=10;

{ Maxim 10 ecuatii cu 10 necunoscute - se poate modifica }
Type Matrice=Array[l..Nmax,1l..Nmax+1l] Of Real;
{ ali,n+1l] este termenul liber b[i] al ecuatiei i }

Sir=Array(l..Nmax] Of Real;

Var a:Matrice;

{ x matricea coloana a solutiilor }
x:Sir;
i, j,Cod,n:Integer;
Ch:Char;

Procedure ScrieMat;
Var i, j:0..Nmax+1;

Begin
For i:=1 To n Do
Begin
Writeln;
For j:=1 To n Do Write(al[i,j]:8:3);
Write(a[i,n+1]:12:3)
End;
WriteLn;WritelLn
End;

Procedure Maxim(i:Integer;Var Rang:Integer);

{ Rang - furnizeaza rangul ecuatiei cu coeficientul lui Xi }
{ cel mali mare in valoare absoluta }
Var m:Real;
k:Integer;
Begin
m:=Abs(ali,i]);
Rang:=1i;

For k:=1i To n Do
If Abs(alk,i])>m

Then
Begin
m:=Abs (alk,1]);
Rang:=k
End

End;
Procedure Schimb (i:Integer;Var Cod:Integer);
{ face ca ecuatia de Rang i sa aiba coeficientul lui Xi mai }
{ mare in valoare absoluta decit coeficientii lui Xi din }
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{ ecuatiile de Rang i+1,1i+2,...,n }
Var t:Real;

Rang, j:Integer;
Begin

Maxim (i, Rang) ;

If a[Rang,1]=0

Then Cod:=1

{ daca coeficientul Maxim este 0=>toti sint =0 deci }
{ sistemul nu se poate rezolva (pivotul = 0) }
else
{ se face schimbarea ecuatiilor i cu Rang }
Begin
Cod:=0;
For j:=i To n+l Do
Begin

t:=a[Rang, jl;
al[Rang, jl:=ali, j1;
ali,jl:=t
End
End;
End;

Procedure Redus (i:Integer);
Var j,k:Integer;

Begin
{ imparte ecuatia i cu afli,i] }
For j:=i+l1 To n+l Do ali,jl:=ali,jl/ali,i];
ali,il:=1;
{ transforma toti coeficientii de deasupra diagonalei }
For k:=i+1 To n Do
Begin
For j:=i+l1 To n+l Do alk,jl:=alk,jl-ali,jl*alk,i];
{ si ii anuleaza pe cei de sub diagonala }
alk,1]:=0
End
End;

Procedure Rezolv;
{ calculeaza solutiile prin eliminare inversa }
Var i, j:Integer;
s:Real;
Begin
x[n]:=al[n,n+1];
For i:=n-1 DownTo 1 Do

Begin
s:=0;
For j:=i+l1 To n Do s:=s+ali,jl*x[]J];
x[i]l:=ali,n+1l]-s
End
End;
Begin
ClrScr;
Write ('dimensiune sistem:');ReadLn (n);
For i:=1 To n Do
Begin
For j:=1 To n Do
Begin
Write('a['lj—l 'y 'Ijl '1="); ReadLn(a[j—/j])
End;
Write('b[',1,"']=");Readln(ali,n+1])
End;
ClrScr;

WriteLn ('Sistemul initial');
ScrieMat;
Ch:=ReadKey;
DetA:=1;
For i:=1 To n Do
Begin
Schimb (i, Cod) ;
If Cod<>0
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Then
Begin

WriteLn ('sistem INCOMPATIBIL sau NEDERMINAT');
Halt (1)
End
Else Redus (i) ;
WriteLn('!!! PASUL:',1i);
ScrieMat;
Ch:=ReadKey
End;
WritelLn;
ClrScr;
WriteLn ('*** SOLUTIA ***'),;Writeln;
Rezolv;
For i:=1 To n Do WriteLn('x[',i1:1,"']=",x[1]1:8:3); Writeln;
End.

Exemprru, Folosind metoda eliminarii gaussiene, sa se rezolve sistemul de ecuatii

T . %.rg o &I = 2
Bnr + 2ra — Jus = —1 (5.1 1,]
r1 4+ 2re — hxy = 1
1022 1 | 2], 2 -3 | -1 1
8 2 =3 | —1 [T'=FT o022 1 | 2 | %=
L2 -5 | 1 2 -5 | 1
] 8 2 -3 -1 . R 2 —3 1 )
=0 002 138 | 213 | 20 Lo ] 463 | 1a3 |
0 L75 —463 | 1.13 0 —0.028 —1.38 | 2.13
_ 8 2 —3 =1
=0 L7 —463 | L13
0 0 .31 | 215
Rezulta
P = 0.164- 10", Fg = 0498 - 10", & = —0.755- 10" (5.13)

Pentru a observa influenta alegerii pivotului asupra preciziei rezultatelor, refacem calculele de mai
sus fard a mai schimba liniile 2 cu 3 pentru a aduce valoarea 1.75 pe pozitia pivotului in etapa a
doua. Se va obtine :

8 2 e I 5 2 -3 | -1
a—2"

0 | —0.028 .38 | 213 | — | 0 —0.028 1.38 | 213

0 .75 —4.635 | 1.13 0 0 816 | 1.13

si solutiile
Iy = 0164107, .
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Se observa aparitia unor valori diferite, comparativ cu valorile obtinute 1n cazul anterior.

Numarul de operatii necesare pentru obtinerea solutiei prin procedeul de eliminare gaussiana se
calculeaza usor. Evident, nu luam in considerare si operatiile legate de permutarea elementelor in
vederea gasirii pivotului partial sau total, deoarece acestea depind de fiecare matrice in parte. De
reguld, se considera cd impdrtirea reprezintd o singurd “operatie”, in timp ce o adunare si o
inmultire formeaza impreuna tot o “operatie” (aproximativ acelasi timp de calcul pe calculator).
Amintindu-ne ca operatiile se efectueaza cu elementele matricei extinse A0, de dimensiuni n - (n +
1), vom avea de efectuat Intr-o etapa s, n-s impartiri pentru a obtine multiplicatorii m;. Numarul de
adundri i inmultiri este egal cu produsul numarului de valori luate de indicii i, j, adica (n-s)(n+1-s).
Rezultd numarul de operatii la eliminarea Gauss

n—I1 3 ) E
[. D Y ] 1 n n- a7
nag — (n —s)” + 2(n —s8)| = — —_ —
2 32 6
g=1
Acest numar este foarte mic (incepand cu n >= 3) fatd de n-n! operatii cerute de regula lui Cramer
(cu determinantii calculati dupa minori). La aceste operatii se adauga Incd aproximativ
1+(n-1)+n(n-1)/2 = n*/2+n/2
operatii pentru retrosubstituire. Rezultd numarul total de operatii pentru eliminarea gaussiana
n 2 1 n® 5
H(;:T—I—n — =~ —+n"

]
] ] b

2. Metode iterative

Principiul general al metodelor iterative poate fi prezentat prin analogie cu metoda iteratiei simple
de rezolvare a ecuatiei
Fx)=0
in care ecuatia originala este transcrisa ca
x = flx)
ce conduce la procedeul iterativ
A Xkl = flxk)
In cazul sistemelor liniare
A-X=B
vom forta o descompunere a matricei A

a) Metoda lui JACOBI (metoda iteratiilor simultane)

Vom considera, ca si pand acum, un sistem de forma

n
Za[j'xj =b,, i=1n
j=l

adica A-X = B, cu det(A) # 0 — matrice nesingulara
Vom presupune ca
a;#0,i=1,n
Fortdm descompunerea matricei A sub forma
A=D+(T)+(-S)
adica
a, a, L aq

n

A:alz\ilazzL aZn:(li/IazzL O+a§IOL0+1(i/IOLa2n
a, a, L a, 0 0 L a, a, a, L. 0) (0O 0 L O
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(D-T-S)X =B

D-X=(T+S) - X+ B
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In acest fel, pentru orice element a;; # 0, i=1, n avem o metoda iterativa

(0)

cu x;

n
a; " ==Y a.-x+b, i=1,2L,n k20

u
Jj=1
J#i

, I =1,n aproximatiile initiale

Se obtine metoda iterativd JACOBI

"oqa. b. .
=)+ L, i=1L2L . k20
J
=1 Gy a;

J#i

Pseudocod

{ rezolvarea sistemelor prin metoda ITERATIVA J A C O B I

Prog

citeste n, a(i,3j), i=1l,n, j=1,n+l
citeste x (i), i=1,n
pentru k=1, 7 executa
{
pentru i=1,n executd
{
y(i) <= a(i, n+l)/a(i, i)
pentru j=1,n executa
daca J#i
y (1)
}
pentru j <- 1,
x(3) <= y(3)

n executa

}
pentru i <- 1,n executad
scrie x (1)

ram Jacobi;

Const NMax=10;

Type

Var
{
{

Proc
Var
Begi

End;

Nr_TIteratii=7;
Matrice=Array[l..NMax,1l..NMax+1]
Sir=Array[l..NMax] Of Real;

a:Matrice;

x[1i] - aproximatia wveche

y[i] - aproximatia noua care se calculeaza
X,y: Sir;
i,j,k,n:

c: Char;

Of Real;

Integer;

edure ScrieMat;
i, 3: 0..NMax+1;
n
For i:=1 To n Do
Begin
WritelLn;
For j:=1 To n Do Write(al[i,j]:8:3);
Write(al[i,n+1]1:10:3);
Write(x[1]:13:5,y[1]1:10:5)
End;

WriteLn; Writeln

Begin
Write ('dimensiune sistem:');ReadLn (n);
For i:=1 To n Do

Begin
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For j:=1 To n Do

Begin
Write('al',1,"',',3J,"]1=");Readln(ali, j]);
End;
Write('b[',i,"']=");ReadLn(ali,n+1])

End;
Writeln ('aproximatia initiala');
For i:=1 To n Do

Begin
Write('x[',1i,']=");Readln(x[i]);
y[i]l:=0
End
WriteLn ('SISTEMUL INITIAL SI APROXIMATIA INITIALA');
ScrieMat;
{ vom face 7 iteratii - se poate modifica }
For k:=1 To Nr_Iteratii Do
Begin

{ pentru fiecare ecuatie se face calculul aproximatiei }
For i:=1 To n Do
Begin
y[il:=ali,n+1]/ali,i];
For j:=1 To n Do
If j<>i Then y[i]l:=y[i]l-ali,Jjl/ali,i]l*x[]J];
End;
WriteLn('!!! ITERATIA:',k);ScrieMat;
{ noua aproximatie devine cea curenta }
For i:=1 To n Do x[i]:=y[i];
End;
For i:=1 To n Do Write(x[1]:9:5);
WritelLn;
End.

b) Metoda lui GAUSS-SEIDEL (metoda aproximatiilor succesive)

Metoda reprezinta o Tmbunatatire a metodei JACOBI 1n sensul ca utilizeaza nu doar aproximatiile

x;"’ pentru calculul lui x;**", ci si componentele x**" cu i>j, adic acele componente care au fost

dela calculate Tn aproximatia curenta.
In aceste conditii se poate scrie

a, x' = Za x(k“) Za x(k)+b i=1L,2L.,n k=L12,..n

ii
Jj=i+l

deci metoda 1terat1va GAUSS—SEIDEL se poate descrie prin

X = Z( X — Z( j.k>+i’—f, i=1,2L ,n k=12,..n

J=itl a; ii

Pseudocod
citeste n, a(i,Jj), i=1,n, j=1,n+l
citeste x (i), i=1,n
pentru k=1, 7 executa //pentru 7 iteratii

{

pentru i=1,n executa

{
y(i) <= a(i, ntl)/a(i,1i)
pentru j=1,i-1 executd
y(1) <= y(1)- a(i,j)/a(i, 1)y (J)
pentru j=i+l,n executd
y(i) <= y(1)- a(i,J)/a(i,1)-x(])
X (1) <—= y(i)//noua aprox1maﬂe devine cea curenta

}

pentru i <- 1,n executad
scrie x (1)
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Program GAUSS_SEIDEL;
Const NMax=10;
Nr_TIteratii=10;
Type Matrice=Array[l..NMax,1l..NMax+1l] Of Real;
Sir=Array[l..NMax] Of Real;
Var a:Matrice;

{ x[1i] - aproximatia wveche }
{ y[i] - aproximatia noua care se calculeaza }
X,y:S1ir;

i, 3, k,n:Integer;

Procedure ScrieMat;
Var i, 7:0..NMax+1;

Begin
For i:=1 To n Do
Begin
Writeln;
For j:=1 To n Do Write(al[i,j]:8:3);
Write(al[i,n+1]:10:3);
Write(x[1]:13:5,y[1]:10:5)
End;
WriteLn;WritelLn
End;
Begin
Write ('dimensiune sistem:');ReadLn (n);
For i:=1 To n Do
Begin
For j:=1 To n Do
Begin
Write('al',1i,"',"',3,"']1=");Readln(ali, Jj]);
End;
Write('b[',1i,']=");Readln(ali,n+1])
End;

Writeln ('aproximatia initiala');
For i:=1 To n Do
Begin
Write('x[',1i,']=");Readln(x[i]);
y[i]:=0
End;
WriteLn ('SISTEMUL INITIAL SI APROXIMATIA INITIALA');
ScrieMat;

{ vom face 7 iteratii - se poate modifica }
For k:=1 To Nr_Iteratii Do
Begin
{ pentru fiecare ecuatie se face calculul aproximatiei }
For i:=1 To n Do
Begin
ylil:=ali,n+1l]/ali,i];

For j:=1 To i-1 Do
ylil:=ylil-ali,j1/ali,i1*y[3];
For j:=i+l1 To n Do
ylil:=yl[il-ali,j1/ali,i1*x[3];
End;
WriteLn('!!! ITERATIA:',k);ScrieMat;
{ noua aproximatie devine cea curenta }
For j:=1 To n Do x[]jl:=yI[J];
End;
For i:=1 To n Do Write(x[i]:9:5); Writeln;
End.

Obs. Cele doua metode iterative dau rezultate (sunt convergente) doar pentru sisteme in care
matricea coeficientilor (a;j) este de un tip special si anume coeficientii diagonali sunt dominanti.

Exemplu:
10x1+ xo+2x3 = 13
5x,+3x3 = 8
X1t XptTxs = 7
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cu aproximatia initiald x” =2,x" =3,x’ =5 furnizeazi

SISTEMUL INITIAL SI APROXIMATIA INITIALA

10.000 1.000 2.000 13.000 2.00000 0.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 3.00000 0.00000
-1.000 1.000 7.000 7.000 5.00000 0.00000
1l ITERATIA:1
10.000 1.000 2.000 13.000 2.00000 -0.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 3.00000 -1.40000
-1.000 1.000 7.000 7.000 5.00000 1.20000
it ITERATIA:2
10.000 1.000 2.000 13.000 -0.00000 1.20000
0.000 5.000 3.000 8.000 -1.40000 0.88000
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.20000 1.04571
Lo ITERATIA:3
10.000 1.000 2.000 13.000 1.20000 1.00286
0.000 5.000 3.000 8.000 0.88000 0.97257
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.04571 1.00433
it ITERATIA:4
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00286 1.00188
0.000 5.000 3.000 8.000 0.97257 0.99740
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00433 1.00064
M ITERATIA:S
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00188 1.00013
0.000 5.000 3.000 8.000 0.99740 0.99962
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00064 1.00007
M ITERATIA:6
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00013 1.00002
0.000 5.000 3.000 8.000 0.99962 0.9999%6
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00007 1.00001
it ITERATIA:7
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00002 1.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 0.99996 0.99999
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00001 1.00000
M ITERATIA:S8
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00000 1.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 0.99999 1.00000
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00000 1.00000
it ITERATIA:9
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00000 1.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 1.00000 1.00000
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00000 1.00000
M ITERATIA:10
10.000 1.000 2.000 13.000 1.00000 1.00000
0.000 5.000 3.000 8.000 1.00000 1.00000
-1.000 1.000 7.000 7.000 1.00000 1.00000

1.00000 1.00000 1.00000
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