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Parcurgeri Euler. Labirinturi 
 
Abstract 
 În acest articol se analizeaz� probleme legate de procesul ie�irii dintr-un labirint, 
extinzându-se algoritmi cunoscu�i de parcurgere în sensul deplas�rii ‘din camer� în camer�’. Se 
extind parcurgerea în adâncime �i parcurgerea D, se prezint� un algoritm de determinare a bazei 
de cicluri fundamentale proiectat dup� acela�i principiu, prezentându-se leg�tura cu problema 
comis voiajorului chinez.  
 
Introducere 
 

Defini�ie 1: Consider�m un labirint ca fiind o construc�ie p�tratic� format� din camere 
(p�tr��ele). Un  labirint se poate codifica printr-o matrice A de ordin N în care intrarea A[I, J] este 
un num�r între 0 �i 15 cu urm�toarea semnifica�ie: Dac� se consider� vecinii camerei [I, J] în 
ordinea nord, est, sud, vest �i se re�ine 1 în cazul existen�ei u�ii câtre vecinul respectiv �i 0 în caz 
contrar, num�rul de patru cifre în baza doi astfel format �i trecut în  baza 10 este tocmai A[I, J]. 

Observa�ie: O u�a se poate deschide în ambele direc�ii, deci nu orice tablou N*N cu 
numere între 0 �i 15 codific� un labirint; numerele camerelor nu sunt total independente. 
 
 Defini�ie 2: Consider�m un labirint ca fiind o matrice p�tratic� A de ordin N cu 
elemente 0 �i 1 cu semnifica�ia; 0 reprezint� spa�iu liber iar 1 reprezint� zid. 
 
 Prima defini�ie este mai natural�, dar este mai greu de lucrat cu ea, a doua defini�ie 
prezint� avantajul unei facile gener�ri aleatoare de labirinturi. Ambele defini�ii corespund unor 
labirinturi planare. Aceste defini�ii se pot generaliza prin termeni de teoria grafurilor: 
  

Defini�ie 3: Se nume�te labirint un graf neorientat G=(V,M) împreun� cu o submul�ime 
de noduri distinse numite noduri de plecare. 
 În continuare vom presupune c� graful este conex �i exist� un unic nod de plecare. 
  
Algoritmi în cazul labirinturilor planare 
 
 Consider�m labirintul conform primelor dou� defini�ii. În cadrul algoritmilor nu se 
folose�te matricea A, pozi�ia curent� în labirint fiind exprimat� printr-o singur� valoare I, 
f�cându-se abstrac�ie de coordonatele sale. Definim patru direc�ii N, E, S, V �i o func�ie succesor 
în modul urm�tor: succ(‘N’)=’E’, succ(‘E’)=’S’, succ(‘S’)=’V’, succ(‘V’)=’N’. 
 Pentru a simula parcurgerea în adâncime nu este necesar� men�inerea unei stive. În locul 
acesteia folosim un vector de marcaj: SEL. Vectorul SEL re�ine prin valori true un drum între 
pozi�ia curent� �i pozi�ia de plecare. Se mai folose�te vectorul SEL_VIZ cu elemente logice. În 
timpul execut�rii algoritmului pozi�iile vizitate vor fi marcate prin vectorul SEL_VIZ. 
Algoritmul este urm�torul: 
 
algoritm df( I: pozitie );    
 
{ vizit ( I ); 
   SEL_VIZ[I}:=true; 
   write( I ); 
   PRED:=0;   
   SEL[I]:=true; 
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   D:=’N’; 
   repeat 
         D�succ(D); 
         while  [nu exista nod J pe directia D] or 
                    [exista J, SEL[J]=true si (J<>PRED)] do 
                 D�succ(D); 
          J:=acel nod de pe directia D; 
          if  (SEL_VIZ[I]=false) then  
                  { vizit( I ); SEL_VIZ[I]:=true; } 
          if  (J=PRED)  then SEL[I]:=false; 
                                 else  SEL[I]:=true; 
          I:=J; 
          write ( I ); 
          if [exista P vecin al lui I cu SEL[P]=true] then  
               PRED:=P; 
          else stop; 
    until (false); 
} 

Pentru fiecare nod, dup� vizitare, îi calcul�m predecesorul ca fiind acel unic nod vecin 
care este �i marcat. Singurul nod care nu are predecesor în acest punct va fi nodul de pornire (este 
totu�i �i el marcat). Dup� calculul predecesorului, calcul�m succesorul nodului I prin tehnica 
prima la stânga. Sunt dou� cazuri, dup� cum acest succesor coincide sau nu cu predecesorul, 
cazuri tratate corespunz�tor actualiz�rii “firului Ariadnei” format din nodurile selectate la un 
moment dat.          

 
 Not�m cu N num�rul de camere accesibile din pozi�ia de plecare. Numim parcurgere 
Euler un circuit care trece prin toate camerele, nu neap�rat o singur� dat� �i pentru care orice 
dou� pozi�ii succesive reprezint� camere al�turate. În raport cu opera�ia fundamental� de trecere 
dintr-o camer� în alta, algoritmul are ordinul de complexitate O(N), producând la ie�ire un circuit 
cu 2*(N-1) muchii, circuit ce parcurge arborele DF. Circuitul parcurgerii Euler este listat prin 
apeluri write. Ca memorie suplimentar� se folosesc doar doi  vectori de bi�i. 
 
 Prezent�m al doilea algoritm în care presupunem c� labirintul formeaz� un arbore. Atunci 
pentru parcurgerea sa nu mai este necesar� folosirea vectorului SEL de marcaj. Algoritmul în 
pseudocod este urm�torul: 
  
algoritm df_arbore( Io: pozitie ); 
  
{ I:=Io; 
   write( I ); 
   D:=’N’; 
    repeat 
           D:=succ(D); 
           while [nu exista nod J pe directia D] do 
                      D:=succ(D);  
           J:=acel nod de pe directia D; 
           I:=J; 
           write( I ); 
     until (I=Io); 
} 
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În cazul existen�ei unui posibil ciclu în labirint acest algoritm poate intra într-un ciclu 
infinit. A�adar acesta este un algoritm euristic. Exist� camere vizitate de mai multe ori. O vizitare 
este indicat� de un apel write. Ordinul de complexitate este O(N), unde N reprezint� num�rul 
de noduri ale arborelui. Cu ajutorul unui vector SEL_VIZ putem produce vizitarea camerelor 
labirintului o singura dat�.  
  
Cazul general. O interpretare intuitiv� 
 

Un labirint este format din camere �i coridoare de trecere (u�i). Presupunem c� într-o 
anumit� camer� se afl� o persoan�. În acest moment persoana nu are acces decât la informa�iile 
prezente în camera respectiv�. Printre aceste informa�ii sunt �i acelea legate de existen�a u�ilor 
c�tre camerele vecine. Persoana poate prelucra informa�iile pe un calculator, odat� cu deplasarea 
sa prin labirint, în scopul culegerii de date. Vom privi a�adar un labirint ca fiind un graf cu 
informa�ie incomplet�. Camerele vor fi nodurile grafului iar u�ile muchiile sale. 
 

Defini�ie Labirint. Se nume�te labirint un graf neorientat G=(V,M) împreun� cu o 
submul�ime de noduri distinse numite noduri de plecare. Presupunem c� graful este conex �i 
exist� un unic nod de plecare. 
  

Cunoa�tem c�, în cazul grafurilor, o parcurgere înseamn� o listare (sau alt tip de 
prelucrare) a tuturor nodurilor, fiecare nod fiind vizitat o singur� dat�. În cazul unui labirint 
putem introduce în mod natural no�iunea de parcurgere Euler. 
  
 Defini�ie  Parcurgere Euler. Se nume�te parcurgere Euler un circuit care con�ine toate 
nodurile grafului împreun� cu o alegere pe acest circuit a vizit�rii fiec�rui nod o singur� dat�. 
 

Prin aceast� defini�ie se extinde no�iunea de parcurgere. Cu alte cuvinte deplasarea în 
scopul parcurgerii se va efectua 'din camer� în camer�'. Dac� avem dat� o anumit� parcurgere, o 
parcurgere Euler ce viziteaz� în aceea�i ordine nodurile grafului se va numi parcurgere Euler 
conform� cu respectiva parcurgere. Dac� avem pentru început doar circuitul parcurgerii Euler �i 
labirintul are un singur nod de plecare, putem forma o prim� parcurgere Euler prin vizitarea 
fiec�rui nod prima dat� când intr�m în el. 
  
Parcurgeri Euler de vârfuri 
 
 În continuare vom referi parcurgerea Euler definit� anterior ca fiind o parcurgere Euler de 
vârfuri. Ne punem problema dac� în cazul unor parcurgeri clasice putem g�si algoritmi care 
genereaz� o parcurgere Euler conform� cu respectiva parcurgere. 
  
Cazul parcurgerii în adâncime ( DF ).Parcurgerea DL (Deapth Last) 
   
 S-a prezentat  anterior algoritmul parcurgerii Euler conforme parcurgerii DF în cazul 
particular al unui labirint pe patru direc�ii în plan. S� d�m acum algoritmul pe cazul general al 
unui graf: 
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algoritm DF_EULER ( I ); 
 
{ vizit [ I ]; SEL [ I ]�true; 
   for [ to�i J vecini ai lui I ) do 
  if  (SEL [ J ]=false) then 
   { DF_EULER ( J ); 
      vizit [ I ]; 
                                        } 
 
} 

 
Pe exemplu de graf din figura urm�toare , circuitul parcurgerii Euler (produs de vizit�ri) 

este: 1, 2, 5, 3, 5, 7, 6, 4, 6, 8, 6, 7, 5, 2, 1. 
 

 
 
 Putem îns� s� ne imagin�m c� vizitarea se 
produce la ultima trecere prin fiecare camer�. Ca 
exemplu intuitiv: persoana dore�te s� m�ture toate 
camerele �i s� strâng� gunoiul în camera de plecare. 
Plecând de la acela�i circuit, se produce o alt� parcurgere 
de graf .O vom numi parcurgerea DL(Deapth Last). Iat� 
procedura ce o realizeaz�:  
   
 
 
 
 
 
algoritm DL ( I ); 

 
{ SEL [ I ] �1; 
   for [ to�i J vecini ai lui  I ] do 
  if (SEL[ J ]=false) then 
   DL ( J ); 
   vizit [ I ]; 
} 
 
 

Sintetizând rezultatele pe graful prezentat ob�inem: 
 

                        

Parcurgerea DL : 3, 4, 8, 6, 7, 5, 2, 1

Parcurgerea  DF :  1, 2, 5, 3, 7, 6, 4, 8

:    5  5    6  1 2 7 63 4 8 6 7 5 2 1
 circ tui ul

parcurgerii Euler
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 Observ�m c� parcurgerea DL (Deapth Last) generalizeaz� conceptul de parcurgere în 
postordine a unui arbore. Pentru a sublinia aceste lucru, prezent�m pe o figur� cazul arborelui 
asociat unei expresii aritmetice �i forma polonez� postfixat� respectiv� ca fiind rezultatul unei 
parcurgeri DL. 
 
 
 

+
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Parcurgerea , SDRDL :

4, 8, 9, 5, 2, 6, 7, 3, 1
a, b, c, *, +, d, e, *, + 

 
 
 
Cazul parcurgerii D (Deapth). Parcurgerea DD (Double deapth) 
  
 Vom folosi dou� stive de lucru: stiva prim� (SP) �i stiva final� (SF). Nodurile grafului 
vor trece succesiv prin cele dou� stive iar algorimul se încheie prin vidarea stivei finale. 
  
algoritm D_Euler ( I ); 
 
{ SF �vid�; SP�vid�; 
   SP� I; 
   SEL [ I ]:=true; 
   repet� 
 I�SP; 
 vizit [ I ];  /* linia 1 
 SF� I; 
 for [ to�i J vecini ai lui I ) do 
  if (SEL [ J ]=false) then 
   { vizit [ J ];  /* linia 2 
      SP� J; 
      SEL [ J ]:=true; 
      vizit [ I ]; 
                                        } 
 while ( TOP(SP) neadiacent cu TOP( SF) ) do 
   { I�SF; 
      vizit [ TOP(SF) ]; 
                                        } 
     until ( SF = vid� ); 
} 
  
 Prezent�m pe exemplul anterior de graf o por�iune ini�ial� a circuitului parcurgerii Euler 
împreun� cu modific�rile realizate pân� în acel moment în cele dou� stive: 
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Dac� vizitarea nodurilor se produce doar la intrarea în prima stiv� (linia 1) se reg�se�te 
parcurgerea D. Dac� vizit�m nodurile numai la introducerea în stiva final� (linia 2) se produce o 
nou� parcurgere pe care am denumit-o Double Deapth. 
 Sintetizând rezultatele pe graful din exemplu ob�inem: 
 

 

Parcurgerea DD : 1, 4, 6, 8, 7, 5, 3, 2

Parcurgerea D :  1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 5

1  1  1  1   4 6  6 

 6 7   7 6 4 1  1  1

2 3 4 6 7 8

5

4

8 3 2

6  

7 5
 circuitul

parcurgerii Euler :

   
    
  

Încheiem sec�iunea cu urm�toarea remarc�: în foarte multe cazuri executarea unei func�ii 
recursive revine la o parcurgere Euler de vârfuri pe acest arborele asociat. În cazul în care 
arborele asociat func�iei recursive este un arbore binar, aceast� parcurgere Euler este conform� cu 
parcurgerile în preordine, inordine �i postordine. 
  
Parcurgeri Euler de muchii 
   
 În mod natural introducem no�iunea de parcurgere Euler de muchii: 
 
 Defini�ie Parcurgere Euler de muchii. Se nume�te parcurgere Euler de muchii un circuit 
care trece cel pu�in o dat� prin toate muchiile grafului. 
 

Nu se mai pune imediat problema generaliz�rii unei parcurgeri, lipsind din defini�ie 
alegerea nodurilor ori a muchiilor grafului pe circuit. Semnal�m faptul c� aceast� no�iune 
reprezint� o adev�rat� liniarizare a unui graf. Cu alte cuvinte reprezint� o stocare a informa�iilor 
din graf sub form� liniar�, informa�ii suficiente pentru a reface graful de pornire. Similar cum din 
forma polonez� postfixat� se poate reface arborele asociat unei expresii aritmetice. 

 
 Prezent�m un prim exemplu de parcurgere Euler de muchii ob�inut prin modificarea 
algoritmului de parcurgere în adâncime. O vom numi parcurgere Euler DF de muchii.  
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algoritm muchii_Euler( I ) 
  
{ SEL [ I ]:=true; 
  vizit [ I ];  
  for [ to�i J vecini ai lui I ] do 
      if (SEL [ J ]=false) then 
              { muchii_Euler( J ); vizit [ I ]; } 
                                 else 
                           { vizit [ J ]; vizit [ I ]; } 
}  
 
 Pe graful urmator parcurgerea Euler DF de muchii este urm�toarea: 
 1, 2, 3, 1, 3, 5, 4, 2, 4, 5, 6, 3, 6, 5, 3, 2, 1. 
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Determinarea unei baze de cicluri fundamentale 
  
 Ca prim pas al algoritmului se ob�ine parcurgerea Euler  DF de muchii. Apoi vom 
prelucra vectorul de noduri ob�inut în modul urm�tor : 
   
algoritm cicluri ( X: vector; L: lungime ); 
AUX: vector; K, POZ: întreg; GASIT:logic; 
 
{ K:=0; 
   for I:=1 to L do 
          { K:=K+1; 
           AUX [ K ]�X [ I ]; 
 GASIT:=false; 
 for J:=1 to K-1 do 
  if (AUX [ J ]=AUX [ I ] then 
     { GASIT:=true; 
      POZ:=J; 
   } 
 if  (GASIT) then 
  if (POZ=K-2) then 
   K:=K-2; // un ciclu are mai mult de dou� muchii 
              else 
   write( 'Ciclul :',AUX[POZ], AUX[POZ+1],..., AUX[ 
K ]) 
 } // K va lua valoarea 1 
}   
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Pe exemplul anterior de graf, prezent�m con�inutul vectorului aux în diferite puncte ale execu�iei 
algoritmului: 
          

 

Parcurgerea Euler 
de muchii

: 1 2 3 1 3 5 4 2 4 5 6 3 6 5 3 2 1

Continutul
vectorului AUX

1 2 3 1  (1 2 3 1)
1 2 3 1 3

�

1 2 3
1 2 3 5 4 2  (2, 3, 5, 4, 2)
1 2 3 5 4 2 4

�

1 2 3 5 4 5

1 2 3 5 
1 2 3 5 6 3  (3, 5, 6, 3)
1 2 3 5 6 3 6

�

1 2 3 5 6 5

1 2 3 5 3

1 2 3 2

1 2 1

1   
  
Problema comis-voiajorului chinez 
 
 Problem� Fiind  dat un graf neorientat cu costuri pe muchii s� se ob�in� un traseu care 
trece cel pu�in o dat� prin fiecare muchie �i are costul minim. 

Conform no�iunilor prezentate în acest articol problema cere determinarea unei parcurgeri 
Euler de muchii optim� din punct de vedere al costului. Se cunoa�te rezolvarea polinomial� a 
acestei probleme. 
 Ne putem întreba dac� o astfel de rezolvare polinomial� este posibil� în cazul în care 
punem condi�ia ca circuitul s� treac� cel pu�in o dat� prin fiecare nod. Cu alte cuvinte o 
parcurgere Euler de vârfuri optim�. 
 R�spuns: Dac� am rezolva polinomial problema pe noduri am produce în particular pe 
clasa grafurilor hamiltoniene un algoritm polinomial pentru determinarea circuitului hamiltonian 
de cost minim. În concluzie problema determin�rii unei parcurgerii Euler optime de vârfuri este 
NP .    
 Pentru a studia complexitatea algoritmilor descri�i alegem ca opera�ie fundamental� 
deplasarea unei persoane dintr-o camer� în alta. În cazul parcurgerii Euler DF realiz�m     2*(N-1) 
deplas�ri, deci ordinul de complexitate este O(N). În cazul parcurgerii Euler D realiz�m 4*(N-1) 
deplas�ri deci ordinul de complexitate este tot O(N). Pentru parcurgerea Euler DF a muchiilor 
avem nevoie de 2*M deplas�ri, deci ordinul de complexitate este O(M), unde M este num�rul de 
muchii. 
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Parcurgerea Euler a unui arbore binar 
 

 Putem imagina o parcurgere care viziteaz� toate vârfurile arborelui, la fiecare pas 
urm�torul vârf vizitat fiind descendentul sau ascendentul direct al vârfului precedent. Dac� nodul 
este f�r� descenden�i va ap�rea o singur� dat� în parcurgere, dac� are descenden�i va ap�rea �i 
înaintea nodurilor subarborelui stâng �i dup� nodurile subarborelui drept. Pentru arborele: 

   1 

                      /    \ 

2 3 

                   /     /      \ 

                4     5        6 

                     Parcurgerea Euler este : 1, 2, 4, 2, 1, 3, 5, 3, 6, 3, 1. 

  Anumite vârfuri vor fi vizitate de mai multe ori. Selectând pe parcurs anumite vârfuri, 
putem ob�ine sub�irurile caracteristice parcurgerii în preordine respectiv postordine. Opera�ia 
poate fi inversat�. Din lista vârfurilor corespunz�toare parcurgerii Euler, putem construi în 
memorie arborele de la care s-a plecat. Astfel, putem ob�ine în vectorul X �irul vârfurilor în 
parcurgerea Euler: 

intreg L=0; 
 
algoritm parcurgere_euler(A:arbore); 
{ if (A<>NIL) then 
   {L:=L+1; X[L]:=A->INF; 
   parcurgere_euler(A->ST); 
   if (A->ST<>NIL)and (A->DR<>NIL) then  
     {L:=L+1;X[L]:=A->INF;} 
   parcurgere_euler(A->DR); 
   if (A->ST<>NIL)or(A->DR<>NIL) then  
     {L:=L+1;X[L]:=A->INF;} 
   } 
} 
 Invers, din vectorul X putem ob�ine arborele. �inem cont c� în cazul în care un anumit 
nod are ini�ial un singur descendent, în arborele astfel ob�inut va fi descendentul stâng. Astfel: 
 
algoritm creare_euler(P,U:intregi):arbore; M,I:integer;Q:arbore; 
{ 
if (P<=U) then 
   { new(Q);Q->INF:=X[P]; 
     if (P<U) then 
       {M:=0; 
       for I:=P+1 to U-1 do 
            if X[I]=X[P] then M:=I; 
         if M<>0 then { 
               Q->ST:=creare_euler(P+1,M-1); 
               Q->DR:=creare_euler(M+1,U-1); 
               } 
       else { Q->ST:=creare_euler(P+1,U-1); 
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              Q->DR:=NIL; 
            } 
       } 
else {Q->ST:=NIL; 
      Q->DR:=NIL; 
     } 
creare_euler:=Q; 
   } 
} 
 


