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Parcurgeri Euler. Labirinturi

Abstract

In acest articol se analizeazi probleme legate de procesul iesirii dintr-un labirint,
extinzandu-se algoritmi cunoscuti de parcurgere In sensul deplasdrii ‘din camera In camera’. Se
extind parcurgerea in adancime si parcurgerea D, se prezintd un algoritm de determinare a bazei
de cicluri fundamentale proiectat dupa acelasi principiu, prezentdndu-se legatura cu problema
comis voiajorului chinez.

Introducere

Definitie 1: Consideram un labirint ca fiind o constructie patratica formatad din camere
(patratele). Un labirint se poate codifica printr-o matrice A de ordin N in care intrarea A[l, J] este
un numar Intre 0 si 15 cu urmdtoarea semnificatie: Daca se considerd vecinii camerei [I, J] in
ordinea nord, est, sud, vest si se retine 1 Tn cazul existentei usii catre vecinul respectiv si 0 In caz
contrar, numarul de patru cifre in baza doi astfel format si trecut in baza 10 este tocmai A[I, J].

Observatie: O usa se poate deschide in ambele directii, deci nu orice tablou N*N cu
numere intre 0 i 15 codificd un labirint; numerele camerelor nu sunt total independente.

Definitie 2: Consideram un labirint ca fiind o matrice patratici A de ordin N cu
elemente O si 1 cu semnificatia; O reprezinta spatiu liber iar 1 reprezinta zid.

Prima definitie este mai naturalda, dar este mai greu de lucrat cu ea, a doua definitie
prezintd avantajul unei facile generdri aleatoare de labirinturi. Ambele definitii corespund unor
labirinturi planare. Aceste definitii se pot generaliza prin termeni de teoria grafurilor:

Definitie 3: Se numeste labirint un graf neorientat G=(V,M) impreuna cu o submultime
de noduri distinse numite noduri de plecare.
In continuare vom presupune ca graful este conex si exista un unic nod de plecare.

Algoritmi in cazul labirinturilor planare

Consideram labirintul conform primelor doud definitii. In cadrul algoritmilor nu se
foloseste matricea A, pozitia curentd In labirint fiind exprimatd printr-o singurd valoare I,
facandu-se abstractie de coordonatele sale. Definim patru directii N, E, S, V si o functie succesor
in modul urmator: succ(‘N’)="E’, succ(‘E’)="S’, succ(‘S’)="V’, succ(‘V’)="N’.

Pentru a simula parcurgerea in addncime nu este necesard mentinerea unei stive. in locul
acesteia folosim un vector de marcaj: SEL. Vectorul SEL retine prin valori true un drum intre
pozitia curenti si pozitia de plecare. Se mai foloseste vectorul SEL_VIZ cu elemente logice. in
timpul executdrii algoritmului pozitiile vizitate vor fi marcate prin vectorul SEL_VIZ.
Algoritmul este urmatorul:

algoritm df( I: pozitie );

’

{ vizit (I );
[ :=true;

SEL_VIZ
write( I
PRED:=0;
SEL[I]:=true;

’

)
I}
)
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D:="N’;
repeat
D& succ (D) ;
while [nu exista nod J pe directia D] or

[exista J, SEL[J]=true si (J<>PRED)] do
D€ succ (D) ;
J:=acel nod de pe directia Dj;
if (SEL_VIZ[I]=false) then
{ vizit( I ); SEL_VIZI[I]:=true; }
if (J=PRED) then SEL[I]:=false;
else SEL[I]:=true;

I1:=3;

write ( I );

if [exista P vecin al lui I cu SEL[P]=true] then
PRED:=P;

else stop;
until (false);

Pentru fiecare nod, dupa vizitare, ii calculdm predecesorul ca fiind acel unic nod vecin
care este si marcat. Singurul nod care nu are predecesor in acest punct va fi nodul de pornire (este
totusi si el marcat). Dupa calculul predecesorului, calculam succesorul nodului I prin tehnica
prima la stdnga. Sunt doud cazuri, dupa cum acest succesor coincide sau nu cu predecesorul,
cazuri tratate corespunzator actualizarii “firului Ariadnei” format din nodurile selectate la un
moment dat.

Notdm cu N numarul de camere accesibile din pozitia de plecare. Numim parcurgere
Euler un circuit care trece prin toate camerele, nu neapdrat o singurd datd si pentru care orice
doud pozitii succesive reprezinta camere alaturate. In raport cu operatia fundamentald de trecere
dintr-o camera 1n alta, algoritmul are ordinul de complexitate O(N), producand la iesire un circuit
cu 2*(N-1) muchii, circuit ce parcurge arborele DF. Circuitul parcurgerii Euler este listat prin
apeluri write. Ca memorie suplimentard se folosesc doar doi vectori de biti.

Prezentam al doilea algoritm In care presupunem ca labirintul formeaza un arbore. Atunci
pentru parcurgerea sa nu mai este necesara folosirea vectorului SEL de marcaj. Algoritmul in
pseudocod este urmatorul:

algoritm df_arbore( Io: pozitie );

{ I:=TIo;
write( I );
D:="N’;
repeat
D:=succ (D) ;
while [nu exista nod J pe directia D] do
D:=succ (D) ;
J:=acel nod de pe directia D;
I1:=J;
write( I );
until (I=Io);
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In cazul existentei unui posibil ciclu in labirint acest algoritm poate intra intr-un ciclu
infinit. Asadar acesta este un algoritm euristic. Exista camere vizitate de mai multe ori. O vizitare
este indicata de un apel write. Ordinul de complexitate este O(N), unde N reprezintd numarul
de noduri ale arborelui. Cu ajutorul unui vector SEL_VIZ putem produce vizitarea camerelor
labirintului o singura data.

Cazul general. O interpretare intuitiva

Un labirint este format din camere si coridoare de trecere (usi). Presupunem cé intr-o
anumita camera se afli o persoani. In acest moment persoana nu are acces decit la informatiile
prezente in camera respectivad. Printre aceste informatii sunt si acelea legate de existenta usilor
catre camerele vecine. Persoana poate prelucra informatiile pe un calculator, odata cu deplasarea
sa prin labirint, in scopul culegerii de date. Vom privi asadar un labirint ca fiind un graf cu
informatie incompleta. Camerele vor fi nodurile grafului iar usile muchiile sale.

Definitie Labirint. Se numeste labirint un graf neorientat G=(V,M) impreund cu o
submultime de noduri distinse numite noduri de plecare. Presupunem ca graful este conex si
exista un unic nod de plecare.

Cunoastem cda, in cazul grafurilor, o parcurgere inseamna o listare (sau alt tip de
prelucrare) a tuturor nodurilor, fiecare nod fiind vizitat o singura datd. In cazul unui labirint
putem introduce Tn mod natural notiunea de parcurgere Euler.

Definitie Parcurgere Euler. Se numeste parcurgere Euler un circuit care contine toate
nodurile grafului impreuna cu o alegere pe acest circuit a vizitarii fiecarui nod o singura data.

Prin aceasta definitie se extinde notiunea de parcurgere. Cu alte cuvinte deplasarea in
scopul parcurgerii se va efectua 'din camera in camerd'. Daca avem data o anumitd parcurgere, o
parcurgere Euler ce viziteaza in aceeasi ordine nodurile grafului se va numi parcurgere Euler
conforma cu respectiva parcurgere. Daca avem pentru Tnceput doar circuitul parcurgerii Euler si
labirintul are un singur nod de plecare, putem forma o prima parcurgere Euler prin vizitarea
fiecarui nod prima data cand intram in el.

Parcurgeri Euler de varfuri

In continuare vom referi parcurgerea Euler definita anterior ca fiind o parcurgere Euler de
varfuri. Ne punem problema daca in cazul unor parcurgeri clasice putem gasi algoritmi care
genereazd o parcurgere Euler conforma cu respectiva parcurgere.
Cazul parcurgerii in adancime ( DF ).Parcurgerea DL (Deapth Last)

S-a prezentat anterior algoritmul parcurgerii Euler conforme parcurgerii DF in cazul

particular al unui labirint pe patru directii in plan. S& dam acum algoritmul pe cazul general al
unui graf:
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algoritm DF_EULER ( I );

{ vizit [ I ]; SEL [ I ]<true;
for [ toti J vecini ai lui I ) do
if (SEL [ J ]=false) then
{ DF_EULER ( J );
vizit [ I 1;

Pe exemplu de graf din figura urméatoare , circuitul parcurgerii Euler (produs de vizitari)
este: 1,2,5,3,5,7,6,4,6,8,6,7,5,2, 1.

Putem insd sd ne imagindm cd vizitarea se
produce la ultima trecere prin fiecare camera. Ca
exemplu intuitiv: persoana doreste sd mature toate
camerele si sd strAngd gunoiul in camera de plecare.
Plecand de la acelasi circuit, se produce o alta parcurgere
de graf .O vom numi parcurgerea DL(Deapth Last). Iata
procedura ce o realizeaza:

algoritm DL ( I );

{ SEL [ I ] €1;

for [ toti J vecini ai lui I ] do
if (SEL[ J ]=false) then
DL ( J );

vizit [ I 1;

Sintetizand rezultatele pe graful prezentat obtinem:

Parcurgerea DL : 3,4,8,6,7,5, 2, 1

circuitul _ _ -
parcurgerii Euler - 125

(&
o
N
o
IN
o
o
o
~
o
N
—

ParcurgereaDF : 1,2,5,3,7,6,4,8
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Observam ca parcurgerea DL (Deapth Last) generalizeazd conceptul de parcurgere in
postordine a unui arbore. Pentru a sublinia aceste lucru, prezentdm pe o figura cazul arborelui
asociat unei expresii aritmetice si forma poloneza postfixata respectiva ca fiind rezultatul unei
parcurgeri DL.

Cazul parcurgerii D (Deapth). Parcurgerea DD (Double deapth)

Vom folosi doua stive de lucru: stiva primd (SP) si stiva finald (SF). Nodurile grafului
vor trece succesiv prin cele doud stive iar algorimul se incheie prin vidarea stivei finale.

algoritm D_Euler ( I );

{ SF €vids; sSp€vids;

Sp€ I;
SEL [ I ]:=true;
repetad
I1€SP;
vizit [ I ]; /* linia 1
SF€ I;
for [ toti J vecini ai lui I ) do
if (SEL [ J ]=false) then
{ vizit [ J 1; /* linia 2
sp€ J;
SEL [ J ]:=true;
vizit [ I 1;

}
while ( TOP (SP) neadiacent cu TOP( SF) ) do

{ I€SF;
vizit [ TOP(SF) 1;

until ( SF = wvida );

Prezentam pe exemplul anterior de graf o portiune initiald a circuitului parcurgerii Euler
impreund cu modificarile realizate pana in acel moment in cele doua stive:
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Daca vizitarea nodurilor se produce doar la intrarea In prima stiva (linia 1) se regdseste
parcurgerea D. Daca vizitam nodurile numai la introducerea in stiva finald (linia 2) se produce o
noud parcurgere pe care am denumit-o Double Deapth.

Sintetizand rezultatele pe graful din exemplu obtinem:

Parcurgerea DD :1,4,6,8,7,5, 3, 2
circuitul 121314146467686
parcurgerii Euler 867575764131 59
ParcurgereaD: 1,2,3,4,6,7,8,5

Incheiem sectiunea cu urmitoarea remarci: in foarte multe cazuri executarea unei functii
recursive revine la o parcurgere Euler de varfuri pe acest arborele asociat. In cazul in care
arborele asociat functiei recursive este un arbore binar, aceasta parcurgere Euler este conforma cu
parcurgerile in preordine, inordine si postordine.

Parcurgeri Euler de muchii
In mod natural introducem notiunea de parcurgere Euler de muchii:

Definitie Parcurgere Euler de muchii. Se numeste parcurgere Euler de muchii un circuit
care trece cel putin o data prin toate muchiile grafului.

Nu se mai pune imediat problema generalizarii unei parcurgeri, lipsind din definitie
alegerea nodurilor ori a muchiilor grafului pe circuit. Semnaldm faptul cd aceastd notiune
reprezintd o adevarata liniarizare a unui graf. Cu alte cuvinte reprezinta o stocare a informatiilor
din graf sub forma liniara, informatii suficiente pentru a reface graful de pornire. Similar cum din
forma poloneza postfixata se poate reface arborele asociat unei expresii aritmetice.

Prezentam un prim exemplu de parcurgere Euler de muchii obtinut prin modificarea
algoritmului de parcurgere In adancime. O vom numi parcurgere Euler DF de muchii.
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algoritm muchii_FEuler ( I )

{ SEL [ I ]:=true;

vizit [ I ];
for [ toti J vecini ai lui I ] do
if (SEL [ J ]=false) then
{ muchii_Fuler( J ); wvizit [ I 1; }
else
{ vizit [ J 1; wvizit [ I 1; }

Pe graful urmator parcurgerea Euler DF de muchii este urmatoarea:
1,2,3,1,3,5,4,2,4,5,6,3,6,5,3,2, 1.

Arborele DF

Determinarea unei baze de cicluri fundamentale

Ca prim pas al algoritmului se obtine parcurgerea Euler DF de muchii. Apoi vom
prelucra vectorul de noduri obtinut in modul urmator :

algoritm cicluri ( X: vector; L: lungime );
AUX: vector; K, POZ: intreg; GASIT:logic;

{ K:=0;
for I:=1 to L do
{ K:=K+1;
AUX [ K ]1€X [ I 1;
GASIT:=false;
for J:=1 to K-1 do
if (AUX [ J ]=AUX [ I ] then
{ GASIT:=true;
POZ:=J;
}
if (GASIT) then
if (POZ=K-2) then
K:=K-2; // un ciclu are mai mult de doud muchii
else
write( 'Ciclul :',AUX[POZ], AUX[POZ+1],..., AUX[

} // K va lua valoarea 1
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Pe exemplul anterior de graf, prezentdm continutul vectorului aux in diferite puncte ale executiei
algoritmului:

Parcurgerea Euler: 12313542456365321
de muchii

Continutul
vectorului AUX

12310 (1231)
12313
N—r~~

2
2
2

RN

1
12354201 (2,3,5,4,2)
1235424

Vg

123545
4
1235

1235630 (3,5,6,3)
1235636
N——

4
123565
N——7
4
12353
4
1232
N—

7
12
¢

Problema comis-voiajorului chinez

Problema Fiind dat un graf neorientat cu costuri pe muchii sa se obtind un traseu care
trece cel putin o data prin fiecare muchie si are costul minim.

Conform notiunilor prezentate 1n acest articol problema cere determinarea unei parcurgeri
Euler de muchii optimd din punct de vedere al costului. Se cunoaste rezolvarea polinomiald a
acestei probleme.

Ne putem intreba dacd o astfel de rezolvare polinomiald este posibild in cazul in care
punem conditia ca circuitul sd treacd cel putin o datd prin fiecare nod. Cu alte cuvinte o
parcurgere Euler de varfuri optima.

Raspuns: Daca am rezolva polinomial problema pe noduri am produce in particular pe
clasa grafurilor hamiltoniene un algoritm polinomial pentru determinarea circuitului hamiltonian
de cost minim. In concluzie problema determinarii unei parcurgerii Euler optime de varfuri este
NP.

Pentru a studia complexitatea algoritmilor descrisi alegem ca operatie fundamentala
deplasarea unei persoane dintr-o cameri in alta. In cazul parcurgerii Euler DF realizim  2*(N-1)
deplasari, deci ordinul de complexitate este O(N). in cazul parcurgerii Euler D realizim 4*(N-1)
deplasari deci ordinul de complexitate este tot O(N). Pentru parcurgerea Euler DF a muchiilor
avem nevoie de 2*M deplasari, deci ordinul de complexitate este O(M), unde M este numarul de
muchii.
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Parcurgerea Euler a unui arbore binar

Putem imagina o parcurgere care viziteaza toate varfurile arborelui, la fiecare pas
urmatorul varf vizitat fiind descendentul sau ascendentul direct al varfului precedent. Daca nodul
este fard descendenti va aparea o singurd datd in parcurgere, daca are descendenti va aparea si
inaintea nodurilor subarborelui stang si dupa nodurile subarborelui drept. Pentru arborele:

1
7\

4 5 6
Parcurgerea Eulereste: 1, 2, 4, 2, 1, 3, 5, 3, 6, 3, 1.

Anumite varfuri vor fi vizitate de mai multe ori. Selectind pe parcurs anumite varfuri,
putem obtine subsirurile caracteristice parcurgerii in preordine respectiv postordine. Operatia
poate fi inversatd. Din lista varfurilor corespunzitoare parcurgerii Euler, putem construi in
memorie arborele de la care s-a plecat. Astfel, putem obtine 1n vectorul X sirul varfurilor in
parcurgerea Euler:

intreg L=0;

algoritm parcurgere_euler (A:arbore);
{ if (A<>NIL) then
{L:=L+1; X[L]:=A->INF;
parcurgere_euler (A—>ST) ;
if (A->ST<>NIL)and (A->DR<>NIL) then
{L:=L+1;X[L] :=A->INF;}
parcurgere_euler (A—>DR);
if (A->ST<>NIL)or (A->DR<>NIL) then
{L:=L+1;X[L] :=A->INF;}

Invers, din vectorul X putem obtine arborele. Tinem cont cd in cazul in care un anumit
nod are initial un singur descendent, 1n arborele astfel obtinut va fi descendentul stang. Astfel:

algoritm creare_euler (P,U:intregi) :arbore; M, I:integer;Q:arbore;
{
if (P<=U) then
{ new(Q);Q—>INF:=X[P];
if (P<U) then
{M:=0;
for I:=P+1 to U-1 do
if X[I]=X[P] then M:=I;
if M<>0 then {
Q—->ST:=creare_euler (P+1,M-1);
Q->DR:=creare_euler (M+1,U-1);
}

else { Q—>ST:=creare_euler (P+1,U-1);
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Q—>DR:=NIL;
}
}

else {Q—>ST:=NIL;

Q—>DR:=NIL;

}
creare_euler:=Q;

}

}
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