Transformari Geometrice
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In acest articol vom introduce céteva notiuni legate de transformari geometrice care se pot dovedi
utile in concursurile de programare.

Mai intdi prezentdm niste aspecte teoretice, mare parte dintre ele nu sunt foarte interesante si
probabil sunt continute si in manualele de liceu. Cititorul poate trece direct la probleme si in masura
in care notiunile din solutii 1i sunt neclare poate reveni asupra partii teoretice.

Translatia

Translatia unei figuri geometrice reprezintd miscarea tuturor componentelor ei pe o anumita distanta
si directie. Aceastd transformare poate fi usor caracterizatd de un vector v = (dx, dy). Cand vrem sa
translatdim un punct P(x, y) dupd v, e de ajuns sd facem operatia P’ = P + v, deci P’ are
coordonatele (x + dx, y + dy).

Proprietati:

- pastreaza distantele

- pastreaza orientarea poligoanelor (adica, dacd varfurile poligonul sunt parcurse in ordine
trigonometrica, atunci varfurile corespondente din poligonul transformat vor fi si ele in ordine
trigonometrica)

- pastreaza unghiurile

- o dreapta va fi transformata 1n alta dreaptd paralela cu prima

- 1n afard de translatia triviald de vector v = (0, 0), aceasta transformare nu are puncte fixe (adica
orice punct va fi transformat intr-un punct diferit)

- translatii successive vor rezulta tot intr-o translatie (adica daca vrem sd translatim un punct
dupa v si apoi dupd v1 atunci obtinem acelasi rezultat dacd translatdm direct dupa v + vl)

- translatia este comutativa

Simetria
Exista doua tipuri de simetrii, simetria fata de un punct si simetria fata de o dreapta.

Un punct A il are simetric pe A’ fatd de un punct O, daca segmentul AA’ are ca mijloc punctul O.
Daca avem un punct (x0, y0) caruia vrem sa 1i aflam simetricul fatd de un punct de coordonate (x,
y) atunci acesta va fi (2x — x0, 2y — y0).

Proprietati:

- pastreaza distantele

- pastreaza orientarea poligoanelor (adica, dacd varfurile poligonul sunt parcurse in ordine
trigonometrica, atunci varfurile corespondente din poligonul transformat vor fi si ele in ordine
trigonometrica)

- pastreaza unghiurile

- drepte paralele vor fi transformate 1n drepte paralele

- are ca punct fix punctul O, si drepte fixe care trec prin punctul O

- simetrii succesive dupa centre diferite O1(x1, yl) O2(x2, y2) sunt o translatie de vector v =
2(x2 -x1)

- simetriile dupa un punct nu comuta



Daca iar daca avem un punct P(x0, y0) si vrem sa 1i aflam simetricul fata de o dreapta de ecuatie ax
+ by + ¢ = 0, notdm cu d distanta de la punctul P la dreaptd ( d = la * x0 + b*y0 + cl/(sqrt(a*a +
b*b)) ), avem ca simetricul P’ are coordonatele (x0+2*a*t,y0+2*b*t).

Proprietati:

- pastreaza distantele

- nu pastreazd orientarea poligoanelor (adicd, dacd varfurile poligonul sunt parcurse in ordine
trigonometrica, atunci varfurile corespondente din poligonul transformat vor fi In sens orar)

- pastreaza unghiurile

- drepte paralele vor fi transfirmate in drepte paralele

- are ca puncte fixe dreapta de simetrie

- simetrii succesive dupa drepte paralele sunt o translatie

- simetrii succesive dupa drepte concurente sunt rotatii

- simetriile nu comuta

Rotatia

Aceasta este o transformare care roteste punctele in sens trigonometric in jurul unui punct numit
centru de rotatie dupd un unghi fixat numit unghi de rotatie.

Daca avem rotatia de centru O(x0, y0) si unghi alfa, atunci imaginea unui punct P(x, y) va fi P’(x0
+ (x — x0) * cos alfa - (y — y0) * sin alfa, yO + (x — x0) * sin alfa + (y — y0) * cos alfa )

Proprietati:
- pastreaza distantele
- pastreaza orientarea poligoanelor
- pastreaza unghiurile
- drepte paralele vor fi transfirmate in drepte paralele
- daca nu este o rotatie triviala de unghi O atunci are ca punct fix centrul de rotatie, nu are drepte
fixe, dar are cercuri fixe centrate in centrul de rotatie
- doua rotatii succesive R1(0O1, alfa) si R2(0O2, beta) se compun in o translatie sau o rotatie
R3(03, alfa + beta)
- in general rotatiile nu comuta

Omotetia

Aceasta este o transformare ce scaleaza obiectele in functie de un centru de omotetie si un raport.
Un punct P(x, y) transformat dupad o omotetie H(O(x0, y0), k) (centru O si raport k) va avea
imaginea P’ (x0 + k*(x-x0), y0 + k*(y-y0)).

Proprietati:

- nu pastreaza distantele

- pastreaza orientarea poligoanelor

- pastreaza unghiurile

- drepte paralele vor fi transfirmate in drepte paralele, si transformata unei drepte va fi paralela
cu dreapta

- are ca punct fix centrul de omotetie

- doud rotatii omotetii succesive H1(O1, k1) si H2(O2, k2) se compun in o translatie sau
omotetie H3(O3, k1 + k2)

- 1n general omotetiile nu comuta



Desfasurarea in plan

Aceasta nu e o transformare geometricd propriuzisd ci mai mult o tehnica folositoare in rezolvarea
unor probleme, o puteti vedea aplicatd in problemele ....

A
Problema 1: =
Fie doud puncte A si B de aceiasi parte a unei drepte d. Se
cere sd se determine un punct M pe dreapta d cu
proprietatea ca suma AM + MB e mininima. M
A Rezolvare:
B Ducem simetricul punctului A fata de dreapta d pe care il

notam cu A’. Oricare ar fi un punct N pe dreapta d, AN = A’N
pentru ca triunghiul AA’N este isoscel avand dreapta d si
indltime si mediand. Astfel avem cd AN + NB = A’N + NB

N deci pentru ca sa minimizam suma AM + MB trebuie de fapt
7 sd minimizadm suma A’M + MB , punctele A’ si B sunt situate
o de parti diferite ale dreptei deci punctul M trebuie situat la
intersectia segmentului A’B cu dreapta d.
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Problema 2:

Fie doud puncte A si B in interiorul unui unghi format de
semidreptele d/ si d2 care au capatul comun O. Se cere sd se
determine doud puncte M si N asfel ca M sa apartina lui d/ si N dz
sd apattina lui d2 iar suma AM + MN + NB sa fie minima.

Rezolvare:

d1

Folosim aceeasi idee, ducem simetricul punctului A ,notat cu
A’ fatd de dreapta d! si simetricul punctului B notat cu B’ fata de
dreapta d2. Orice puncte M si N am alege avem cd AM + MN +
NB = A’M + MN + NB, pentru ca sa minimimizadm suma A’M +
MN + NB’ trebuie ca M si N sa fie intersectiile segmentului A’B’
cu semidreptele d/ si d2.

Problema 3:
Déandu-se un triunghi ascutitunghic ABC se cere sa se determine
un triunghi Inscris in acesta de perimetru minim.




Rezolvare:
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Ludm un punct M pe baza BC a triunghiului ABC,
un punct P pe latura AB si un punct N pe latura
AC. Dacd avem M’ simetricul lui M fatd de AB si
M’’ simetricul lui M fata de AC, atunci MN + NP
+ PM = M”’N + NP + PM’. Ca sd minimizdm
aceastd suma, punctele P si N trebuie sa fie la
intersectia segmentului M’M”’ cu laturile AB
respectiv AC. Perimetriul triunghiului MNP va fie
egal cu lungimea segmentului M’M”’. Observam
cd unghiul M’AM*’ are masura egald cu 2 *
masura unghiului BAC si cd triunghiul M AM™ e
isoscel de latura egald cu AM. Pentru ca MM’ sa
aibd lungime minima trebuie ca AM sa fie cit mai
scurt, acest segment este minim atunci cand M
este piciorul inaltimii din A. La fel putem sa
deducem cd N este piciorul inaltimii din B, iar P
este piciorul indltimii din C. Astfel solutia de
perimetru minim este triunghiul ortic.

Problema 4:

Se considera un dreptunghi cu colturile de coordonate (0, 0) , (a, 0), (a, b), (0, b). Mai considerdm
doua puncte A si B de coordonate (x/, yI) si (x2, y2) In interiorul dreptunghiului. Se cere sa se
determine lungimea minima a unei linii frnte ce porneste undin A ajunge in B i intersecteaza

fiecare laturd a dreptunghiului.

Exemple:
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interiorul dreptunghiului, impreuna cu solutiile optime. Rezultatele pentru cele trei exemple sunt:

7.8102, 8.6023 respectiv 9.4339.
(PolyLine TopCoder)

Rezolvare:

Este evident ca o solutie optima va
fi formatd din cinci segmente.
Putem 1incerca toate ordinele
posibile a drumului liniei frante,
sunt 4! = 24 asemenea ordini.
Pentru fiecare ordine cautam
drumul optim. Acesta poate fi
gasit folosind trucul prezentat in
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problemele anterioare. S& luam un exemplu: pentru punctele A(1, 2) si B(1,3) si dreptunghiul de
dimensiuni 4 si 3 ludm punctele M, N, P, Q pe laturile din stinga, jos, dreapta respectiv sus a
dreptunghiului, vrem s minimizdm suma AM + MN + NP + PQ + QB. Acum vom duce simetricul
lui A, notat cu A’, fata de latura din stanga si simetrucul lui B, notat cu B’, fatd de latura de sus.
Avem ca AM = A’M si QB = QB’, deci ca sd minimizdm suma AM + MN + NP + PQ + QB
trebuie sa minimizam suma A’M + MN + NP + PQ + QB’.Acum ducem simetricul lui A’, notat
prin A”’, fatd de latura de jos si simetricul lui B’, notat prin B’’, fata de latura din dreapta. Avem ca
A’M + MN <= A”’N si ca PQ + QB’ <= QB’’, deci obtinem ca pentru a minimiza suma AM + MN
+ NP + PQ + QB trebuie sd minimizam suma A’’M + MN + NB’’, putem realiza acest obiectiv
daca M si N vor fi intersectiile segmentului A’’B’’ cu latura de jos respectiv latura din dreapta a
dreptunghiului, iar solutia este exact distanta de la A’” la B’.

Problema 5:
Laturile unui teren dreptunghiular de biliard de dimensiuni 43 x
Z 73 sunt etichetate cu literele

A, R, Z, D. O bila B
(dimensiunile careia pot fi
ignorate) este plasatd 1in
R 4 interiorul acestui teren, la 13
centimetri distantd de latura &
R si la 29 de centimetri L2
distanta de latura D. Un
jucator 1si pune tacul pe
latura r la un punct ce e
situate la Kk centimetri
v distanta de latura D si ¥ L4
loveste direct bila B. Bila se
D misca drept si dacd e cazul

loveste marginile terenului. Miscarea bilei se supune legilor
fizicii, astfel cand bila se loveste de margine ea va avea o traiectorie simetricd fata cu traiectoria
initiala fatd de dreapta perpendiculara pe margine in punctual de impact. O parte din traiectoria bilei
o puteti vedea in figurd. Problema esta pentru un numar fix k (0 <=k <= 73) si n (0 <= n <= 10"9)
sa se deternube distanta bilei fata de latura R si distanta fata de latura D, dupa ce bila s-a deplasat
exact n centimetri.
(Olimpiada Letona, 1997)
Rezolvare:
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O rezolvare bazata pe simularea miscarii bilei
pare anevoioasd, iar din cauza faptului ca n
poate fi foarte mare, acest algoritm nu este

Atreia eficient.
reflexie O rezolvare elegantd este urmatoarea:
A doua / Mai intdi umplem planul cu o grila infinitd de
reflexie / L : L g
N dreptunghiuri de dimensiuni 43 x 73. Daca

adiacent, atunci traiectoria bilei ar fi de la
trecerea marginii simetricd cu traiectoria
Prima normald a bilei deci este ca si cum am
reflexie reflecta intreaga tabld. Acest fenomen se
repetd de fiecare data cand atingem o

am lasa ca bila sd 1si continue miscarea si
” ignoram prima lovire a marginii, In terenul
~




margine. Astfel daca ducem un segment pe directia de deplasare a bilei, ce pleaca din B, de lungime
n, si se termind in C atunci putem vedea in ce dreptunghi este el inclus, i in functie de acest
dreptunghi sa transformam punctul C in pozitia finala a bilei in dreptunghiul initial.

Problema 6:
. Programatorului Vasile 1i place sd se plimbe prin biroul lui dreptunghiular.
e * | El incepe drumul din locul unde este situat biroul lui §i se plimba péana cand
T i crede ca ar trebui sa se apuce de lucru din nou. Drumul lui urmeaza legea de
S |  miscare datd de “unghiul de incidentd este egal cu unghiul de reflexie”.
he ™ | Vasile se misca de la zid la zid in linie dreaptd. Seful direct al lui Vasile este
~.__ | interesat cit tim pierde acesta in plimbarile lui. Este usor sa aflam timpul,
s impartind distanta parcursd la viteza medie a lui Vasile (aceasta a fost deja
gt [p calculata de sef), deci trebuie sa se afle distanta parcursd. Se stie ordinea in
L | care au fost atinsi peretii pentru c Vasile fiind neatent se loveste de pereti
< | si astfel se aud bufniturile in fiecare zid. Se dau dimensiunile camerei lui
N | Vasile Wi D (0 <= W, D <= 100), pozitia initiald, pozitia finala si secventa
e | delitere N, S, E, V care este ordinea in care sunt atinsi peretii, de exemplu
- 1n imagine peretii sunt atingi in ordinea NVEVES. Numarul de coliziui nu
it yt) S depaseste 1000, pozitiile initiale i finale nu se afla pe marginile
i . | dreptunghiului, iar drumul lui Vasile nu va trece prin vreun colt al incaperii.
B (timus Pool)

Rezolvare:

Ca si la problema anterioard, cind Vasile atinge un perete miscarea lui se oglindeste fatd de
miscarea normald. Vom procesa fiecare instructiune din sirul In care e prezentata ordinea atingerii
peretilor. O instructiune va Tnsemna o reflexie a dreptunghiului curent si a punctului de destinatie a
lui Vasile, dupd ce am procesat toate coliziunile obtinem dreptunghiul final si punctul de destinatie
transformat 1n interiorul acestui dreptunghi. Acum linia frdntd care unea punctul de start s-a
transformat intr-un segment de dreaptd intre punctul de start i imaginea punctului final dupa ce s-a
realizat asupra lui seria de transformari.

Problema 7:

Pe 0 masa de biliard de dimensiuni 2000x1000 sunt agezate doua bile la coordonate Intregi. Se cere
manta (1 <= N <= 500) si apoi sa loveasca cea de a doua bila. Migcarea bilei se considera ideala, iar
dacd bila loveste un colt se considera cd s-au atins doua menti si bila se va migca pe aceiasi directie
in sens opus.

(NCushion, TopCoder)

Rezolvare:

Solutia folosette ideea de mai sus de a reflecta tabla de biliard Tmpreund cu pozitia celei de a doua
bila. Asa cum am vazut in problema anterioara fiecare sir de atingeri ale mentilor ne dd exact un
mod 1n care prima bild poate lovi pe cea de a doua bild. Daca stim 1n ce dreptunghi reflectat vrem sa
lovim bila a doua, fixand acest dreptunghi, avem o directie fixata si un sir de menti fix pe care le va
atinge bila daca va fi lovita n acea directie. In urmitoarea figurd avem un desen pentru cazul in
care trebuie sa lovim exact doud menti inainte sd atingem a doua bila.



In desen am colorat cu

negru bila initiala si cu alb
/ a doua bilad si imaginile ei.
Cu linie punctata am
desenat traiectoriile care ar
fi atins bila a doua fara a

atinge de doua ori manta si
° cu linie neagra directiile pe
care manta ar fi atinsa

exact de doud ori.
Observam ca pentru a
atinge manta de n ori o

\ bila trebuie sa intre in n
alte dreptunghiuri, deci
daca pozitiilor

dreptunghiurilor le ar fi asociat un sistem de coordonate in care dreptunghiul initial are coordonatele
(0, 0). Am vazut ca o solutie este asociata cu un dreptunghi, pentru ca bila sa atinga exact N menti,
coordonatele (x, y) ale dreptunghiului trebuie sd satisfacd egalitatea Ix| + Iyl = N. Mai trebuie sa
avem grija ca drumul bilei, desi atinge N menti, sa nu atinga a doua bila Tnainte de atingerea tuturor
mentilor. Aceste observatii ne duc la urmatoarea solutie: pentru toate dreptunghiurile (x, z) care
satisfac proprietatea Ix| + |yl < N pastram intr-o structurd de date (structura preferatd de autor ar fi
un tabel de dispersie) vectorul asociat directiei pe care ar fi trebuit lovit[ prima bila pentru a ajunge
la imaginea celei de a doua bile din acest dreptunghi, apoi pentru fiecare dreptunghi pentru care Ix|
+ lyl = N, daca directia asociatd lui nu este In structura de date, incrementdm numarul de solutii.
Aceastd rezolvare are complexitatea O(n*2 log n) pentru cd normalizarea unei directii implica
folosirea algoritmului lui euclid ce are complexitate O(log n).

Problema 8:

Un jucdtor de hockey stangaci are o miscare in care de la mijlocul terenului izbeste puc-ul de
marginea terenului care apoi intrd in spatiul portii. Structura unui teren de hockey este prezentatd in
urmatarea figura:

50 cm
L

1733 cm

3000 cm

A
L Y

Terenul este de 3000 de centimetri in latime. Distanta Intre linia de mijloc si linia de gol este 1733
de centimetri. Poarta este centratd pe linia de gol si are dimensiunea de 183 de centimetrii. Cand
jucdtorul loveste, puc-ul va lovi in marginea terenului §i apoi ricosa simetric in poartd. Pucul si



stalpii portii vor fi considerate puncte. Pe gheatd vor fi cel mult noua jucétori care vor fi modelati ca
segmente orizontale de lungime de 50 de centimetri. Pentru ca lovitura sa aibd succes, traiectoria ei
nu trebuie sa Tntersecteze nici un jucator. Pentru simplitate, puteti presupune ca terenul este perfect
dreptunghiular.Se cere unghiul format de lovitura jucatorului cu linia de mijloc, astfel ca lovitura sa
fie cu succes si puc-ul sa intre in poarta si sa fie cat mai apropiat de stalpul drept al portii.
(PuckShot, TopCoder)

Rezolvare:

L N [ ) O rezolvare posibild ar fi sd pornim
cu o lovitura de un unghi fixat si sa
N vedem dacd ajunge 1n poartd, iar
N, apoi sa crestem unghiul loviturii
putin cate putin. Prin folosirea unor
\ consideratii de simetrie putem
) / — rezolva problema mai usor s$i mai
y eficient. Oglindim terenul Tmpreuna
s cu toti jucdtorii, astfel transformam
/S~ - lovitura din doud segmente in unul
/ singur care trece prin dreapta de
simetrie. Acum ludm fiecare punct
lateral al jucatorilor, fiecare punct lateral al imaginii reflectate ale jucatorilor si punctele portii
reflectate, si unim aceste puncte cu punctul de unde jucatorul va lovi pucul. Verificdm care dintre
aceste drepte dacd sunt rotite foarte putin la dreapta sau la stinga intersecteazd imaginea portii
reflectate si nu intersecteaza segmentele ce reprezinta jucdtorii sau imaginea lor reflectatd. Astfel
solutia noastra are complexitatea O(N”2) unde N este numarul de jucdtori, pentru cd pentru fiecare
dintre cele 4N + 2 raze trebuie sd verificam intersectia cu 2N + 1 segmente. Pe acestd idee putem
realiza o solutie in O(n log n) folosind o linie de baleere care trece prin punctul initial si se migca
circular in jurul lui.

Problema 9:

Gigel a desenat pe hartie un poligon (nu neapdrat convex si care se poate chiar autointersecta) cu N
varfuri i a marcat mijlocul fiecarei laturi. Fratele lui, Tnsa, a sters poligonul desenat, pe hartie
rdmanand marcate numai mijloacele laturilor. Gigel ar dori, totusi, sa redeseneze poligonul, asa cum
era el initial. Se considera ca poligonul are varfurile numerotate de la 1 la N, in ordinea in care apar
pe conturul poligonului. Cu aceastd numerotare a varfurilor, se defineste si 0 numerotare a laturilor.
Latura i (1<i<N) este segmentul ce uneste varfurile i si i+1. Latura N uneste varfurile 1 si N.
Déandu-se coordonatele mijloacelor laturilor unui poligon, determinati coordonatele varfurilor sale.
(Poligon2 info-arena si .campion, ewds)

Rezolvare:

Rezolvam problema mai intdi pentru N par. Luam primul varf al poligonului, si 4i determindm
simetricul fatd de primul mijloc de laturd, asa gasim al doilea varf, daca luam al doilea varf printr-o
simetrie 1l obsinem pe al treilea s.a.m.d. Deci prin n simetrii obsinem din nou primul punct. Cum N
este par fiecare doud simetrii compuse sunt o translatie, deci avem o serie de translatii care se
compun intr-una care duce punctul initial Tn punctul initial. Asa cum am vazut la partea teoretica
translatia are un punct fix doar dacd ea e translatie triviald. Translatia fiind triviala, putem porni cu
orice punct din plan si sa obtinem celelalte n+1 puncte din poligon ca si rezultate ale simetriilor
aplicate sucesiv.

In cazul in care N e impar transformarea explicati mai sus are ca rezultat compunerea intre o
translatie §i o simetrie, compunere care asa cum puteti verifica are ca rezultat o simetrie de alt
centru. Dar punctul initial este transformat Tn acelasi punct, deci el trebuie sd fie centrul de simetrie



al transformarii compuse, si atunci luam un punct oarecare P 1n plan, efectudm cele n transformari
asupra lui si vom obtine un punct P’ si primul punct al poligonului va fi mijlocul acestui segment.

Problema 10:

Se dau N (1 <= N <= 1500) puncte de coordinate intregi. Sa se determine numarul de axe de
simetrie al sistemului de puncte.

(Stelele Informaticii, 2005)

Rezolvare:

Axele de simetrie ale sistemului de puncte trebuie sa fie si axe de simetrie pentru poligonul ce
reprezintd Infasuratoarea convexa a acestor puncte. Dacd vrem sa gasim axele de simetrie ale unui
poligon convex, observam ca daca el are numar par de varfuri, atunci trebuie ca acestea sau sa fie
mediatoare pentru o latura a poligonului, sau sa treaca prin doud varfuri. Daca el are numar impar
de laturi atunci axele de simetrie trebuie sa fie mediatoare pentru o latura si sa treaca printr-un punct
al poligonului. Astfel, dupa calcularea in O(n log n) a Infafuratorii convexe, putem afla in timp O(n)
care sunt candidate la axa de simetrie a poligonului. Verificarea faptului dacd o dreapta este axa de
simetrie pentru un set de puncte o putem face in O(n) folosindu-ne de o tabela de dispersie.
Algoritmul de determinare a axelor de simetrie are complexitatea finald O(N”2).

Problema 11: S
Se di un paralelipiped ABCDEFGH, cu AB=5BC g _~ F -~/
= 4, AE = 3. Se cere sa determindm pozitia unui e
punct M ce apartine segmentului BF cu proprietatea V
ca suma AM + MG este minima. _ T )
(ONM 1997 clasa a VIII a) - D _—" 7 C

Rezolvare: A B
Pentru aceasta problemd ne putem imagina o solutie analiticd in care vrem sa minimizam functia
AM + MG care depinde de coordonata y, dar o asemenea rezolvare nu ar fi fost accesibild unui elev
de clasa a VIII-a. O solutie eleganta si simpla este urmatoarea:
Desfasurdm in plan fetele ABFE si BCGD, astfel se foroeazd dreptunghiul ACGE, unde AC =9 si
AE = 3. Acum este clar cd punctul M trebiuie sa fie intersectia diagonalei AG cu FB. De aici putem
gasi foarte usor ca BM = 5/3.

L F G
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Problema 12:

200m

Rezolvare:

Pe partea frontald a zgérie-nor foarte Tnalt, ce are forma unui paralelipiped,
cu baza un patrat de latura 200 de metri, este situat un paianjen. Acesta vrea
sd manance o muscd situatd pe fata din dreapta a zgrie-norului. Stiind
coordonatele paianjenului si ale mustei vi se cere sa determinati drumul cel
mai scurt pe care 1l poate face paianjenul ca sa manince musca iar antreaga
deplasare a lui sd fie pe suprafata zgarienorului (coordonatele ganganiilor se
masoard relativ la coltul stanga sus al fetei pe care se afla fiecare).
(TopCoder)

Desfasurdm paralelipipedul 1n toate modurile posibile (asa cum vedem 1in figurd) si alegem dintre
toate drumurile solutia optima.
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Problema 13:

Se da un triunghi ABC si trei drepte d1, d2 si d3 care nu sunt paralele Intre ele doua cate doua. Se
cere sa se determine un triunghi inscris in triunghiul ABC ce are laturile paralele cu dreptele d1, d2

respectiv d3.

Rezolvare:

Construim un triunghi D’E’F’ ce are laturile
paralele cu dreptele d1, d2 si d3, iar punctul E’
apartine semidreptei [AC si punctul F’ apartine
semidreptei [AB. Acum fixdm un punct D in
intersectia lui AD’ cu BC si in acest punct
ducem doud drepte paralele cu dreptele d1 si
d2. Aceste drepte vor intersecta laturile
triunghiului in punctele F si E. In omotetia de
centru A si raport AD/AD’ triunghiul D’E’F’
se transformd in DEF, care este un triunghi ce
respecta conditia din enunt.

Problema 14:

Se da un triunghi ABC vrem sd gasim aria maximd a unui pdtrat situat Tn Intregime n interiorul
triunghiului. In imagine avem un pdtrat in interiorul unui triunghi, dar acesta nu este de arie
maximd. De exemplu Intr-un triunghi cu laturile de dimensiuni 6, 6 si 6 aria maxima este 7.754051.

(10725 Triangular Square acm.uva.es)

Rezolvare:

Pornim de la premisa intuitiva cd cel mai
mare pdtrat ce pe poate plasa in interiorul
unui triunghi trebuie sa aiba una din laturi
pe o laturd a triunghiului. Astfel pentru a
determina patratul de arie maxima avem
triunghiului. Pentu o asezare fixatd putem
afla usor patratul maxim din interiorul
triunghiului ce are doud varfuri pe latura
BC. O modalitate ar fi sa desenam un
patrat M'N’P’Q’ ce are punctele Q’ si P’
pe semidreapta [BC si punctul M’ pe
semidreapta [BA, apoi ludm punctul N ca
intersectie a dreptei BN’ cu AC. Gadsim
patratul MNPQ ca fiind omoteticul

A A

. mv=al /\

patratului M’N’P’Q’ dupd omotetia de centru B si raport BN/BN’. Alta modalitate de constructie a
patratului ar fi cea prezentatd in a doua figura, adica: se construieste in exterior ,pe latura BC a
triunghiului, un patrat BCQ’P’, se determined punctele P si Q ca si intersectii al segmentului AQ’
cu BC si al segmentului AP’ cu BC. Patratul MNPQ va fi omoteticul patratului BCP’Q’, dupa

omotetia de centru A si raport QP/BC.



Problema 15:

Se dau coordonatele a doud varfuri ale unui poligon regolat de N laturi. Se cere daca stiti pe N, cele
doua perechi de coordonate si N1, N2 indicii celor doud puncte pe poligon, sa determinati
coordonatele tuturor celo N varfuri.

(arhipelago, sgu)

Rezolvare:

Fie O centrul cercului circumscris poligonului regulat, dacd notdm A si B cele doua puncte atunci
putem ugor sd determinam masura unghiului AOB pe care o notdm cu alfa. Triunghiul AOB este
isoscel si stim ca are la baza unghiuri de masura beta = (180 — alfa)/2. Ca sa determindm punctul O
vom roti dreapta AB in jurul lui A dupd un unghi beta, si vom roti dreapta AB in jurul lui B dupa un
unghi beta. Cele doud drepte ce rezulta din cele doud rotatii se vor intersecta in punctul O. Astfel
am gasit centrul cercului circumscris poligonului, pentru a gasi punctele lui 1i aplicim varfului A
rotatiile de centru O si unghiuri 360k/n unde k ia toate valorile naturale de la 1 la n.

Problema 16:

Pe laturile unui poligon A1A2...An (varfurile Ai sunt numerotate in ordine trigonometrica), se
construiesc 1n exterior triunghiurile isosceles AiMiAi+1, iar unghiul AiMiAi+1 = alfai (aici An+1 =
Ai). Suma madsurilor unghiurilor alfai nu este multiplu de 360 de grade. Daca ni se dau n <= 50,
coordonatele punctelor Mi si unghiurile alfai, scrieti un program care ne da coordonatele varfurilor
poligonului.

(timus, geometrical dreams)

Rezolvare:

Asa cum am vazut in partea teoretica, o compunere de mai multe rotatii are ca rezultat o rotatie a
carei unghi este suma unghiurilor rotatiilor partiale. Daca pornim cu punctul Al si il rotim in jurul
Iui M1 cu un unghi alfal, apoi luam punctul rezultat si il rotim in jurul lui M2 cu unghiul alfa2 si
asa mai departe pana cand am rotit pe Al in punctelor M1, M2, .. Mn. Efectuand acesti pasi vom
obtine pe rand varfurile poligonului si la sfarsit A1 va ajunge din nou sn pozitia initiala. Acest
procedeu este de fapt o serie de rotatii, si vedem ca aplicarea lui asupra lui Al il lasd neschimbat,
cum suma masurilor unghiurilor de rotatie nu este multiplu de 360 de grade, inseamna ca rotatia nu
este triviald, iar o ratatie netriviald are ca punct fix doar centrul ei. Asadar putem lua un punct
oarecare in plan asupra cdruia aplicdm procedeul si vom obtine imaginea lui, folosind aceste doud
puncte si alfa = suma de alfai ca unghi de rotatie, putem determina centrul Al de rotatie. Dupa care
efectudnd transformarile asupra lui A1 obtinem celelalte puncte ale poligonului.

Problema 17:

Se da un poligon convex de N varfuri (3 <= N
<= 700). Se cere sa se determine un triunghi
echilateral cu varfurile apartindnd laturilor
poligonului convex.

- (Texan, Baraj 2005)
N
\ Rezolvare:
\ Ludm un punct O pe o laturd a poligonului,
\ rotim intreg poligonul 1n jurul acestui punct 60
\ de grade in sens trigonometric. Poligonul rotit

va intersecta poligonul initial Tntr-un nou punct
B. Acest punct B 1l rotim 1n jurul Iui O cu 60 de




grade 1n sens orar, rezultatul este un punct B’ care evident apartine poligonului initial. Acum
triunghiul OBB’ este echilateral pentru ca OB = OB’ si masura unghiului BOB’ este de 60 de grade.
Mentiondm cd aceasta a fost una dintre cele mai dure probleme de la selectia lotului de anul
acesta.O rezolvare de complexitate O(N”2) a fost de ajuns pentru ca autorul sd obtind punctajul
maxim la ONIbyNet, dar facem observatia ca intersectia a doud poligoane convexe se poate face in
complexitate O(N).

Problema 18

Se dau N puncte in planul euclidian prin coordonatele lor, numere intregi. Apoi se efectueaza M
operatii asupra tuturor punctelor, Intr-o ordine data (1 <= N <= 100 000, 0 <= M <= 10 000). O
operatie poate fi de doua tipuri: de translatie sau de rotatie. intr-o operatie de rotatie, punctele
sunt rotite in jurul originii cu un anumit numir de grade in sens trigonometric. Intr-o operatie de
translatie, originea este mutatd in alt punct relativ la originea curentd si coordonatele celorlalte
puncte sunt modificate astfel incat sd reprezinte aceleasi puncte relativ la noua origine. Scrieti un
program care calculeaza coordonatele tutoror punctelor dupa cele M operatii.

(dotNet, campion 2004)

Rezolvare:

Folosim scrierea operatiilor de translatie si rotatie ca produs de matrici.

Daca vrem sa rotim punctul (X, y) in jurul punctului de coordonate (0, 0) dupa un unghi alfa atunci
putem scrie:

(x1) (cos alfa -sin alfa 0) (%)

(yl) = (sinalfa cosalfa 0) x (y)

(1) ( 0 oL @

Iar translatia o putem scrie ca:

(x2) (1 0dx) (%)

(¥2) = (O1ldy) x (y)

(1) ©o 1 (@)

Astfel transformarea pentru un punct devine un produs de matrici care la sfarsit se inmulteste cu un
vector ce reprezintd coordonatele punctului pe care vrem sd il transformam. Pentru ca transformarea
compusd este aceiasi pentru fiecare dintre cele N puncte, determinam matricea care o redrezinta o
singurd datd si apoi o putem aplica pe rand fiecarui punct. Algoritmul are complexitatea O(N + M)
Mentiondm cd o problema similard apare pe siteul acm.sgu.ru sub numele de wizards, diferenta
fiind ca acolo operatiile sunt Tn spatiul tridimensional, dar rezolvarea este aproape identica.
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