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Introducere

Geometria computaţională constituie una din ramurile 
importante ale matematicii aplicate moderne. Pornind 
de la cercetarea unor elemente geometrice simple (punct, 
segment, dreaptă), se ajunge la o modelare complexă a 
figurilor geometrice în plan şi a corpurilor în spaţiul tri-
dimensional. 

Algoritmii geometriei computaţionale stau la baza tutu-
ror aplicaţiilor de proiectare şi modelare grafică (aplicaţii 
CAD, procesoare de grafică vectorială, aplicaţii de modelare 
3D). Fără ei ar fi imposibilă proiectarea construcţiilor ar-
hitecturale moderne, realizarea proiectelor GPS, apariţia 
majorităţii absolute a produselor cinematografice de suc-
ces din ultimii ani. Enumerarea domeniilor de aplicare 
poate fi continuată la nesfârşit. 

Domeniul vast de aplicare şi multitudinea fenome-
nelor şi situaţiilor reale, descrise în termenii geometriei 
computaţionale, au impus apariţia unor probleme geome-
trice în cadrul concursurilor de programare de cele mai 
diferite nivele.     

Prezenta lucrare este concepută ca un curs de iniţiere în 
algoritmii de geometrie computaţională pentru studenţii 
facultăţilor de profil, pentru profesorii de informatică, 
precum şi pentru elevii claselor liceale, participanţi la 
concursurile naţionale şi internaţionale de programare. 

Un alt scop este de a-i forma cititorului abilităţi de 
analiză şi proiectare a algoritmilor. În acest sens, algo-
ritmii şi soluţiile problemelor sunt însoţite de descrieri 
ale structurilor de date, fragmente de cod, de calcule ale 
complexităţii.
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Cu toate că aparatul matematic necesar pentru re-
zolvarea problemelor de geometrie computaţională este 
relativ simplu, implementarea acestuia este însoţită de 
necesitatea cercetării unui număr considerabil de cazuri 
speciale. Acesta este un motiv pentru care problemele de 
geometrie computaţională se consideră printre cele mai 
dificile, în special în condiţii de concurs.

Cercetarea şi optimizarea soluţiilor propuse pentru 
unele din problemele prezente în lucrare îi vor permite 
cititorului să capete o experienţă necesară la comparti-
mentul rezolvare de probleme şi, nu în ultimul rând, la 
generarea testelor pentru verificarea soluţiilor.

La baza lucrării se află o serie de articole publicate 
pe parcursul ultimilor ani în revista de matematică şi 
informatică Delta, materiale şi probleme elaborate în 
cadrul şcolilor de vară la informatică (ediţiile anilor 
2001, 2002), precum şi probleme propuse la concur-
sul de pregătire continuă la informatică „.campion”  
(campion.edu.ro).

Ţin să aduc sincere mulţumiri tuturor celor care au 
contribuit la apariţia acestei cărţi, în special colectivului 
Catedrei de Informatică şi Tehnologii Informaţionale a 
Universităţii de Stat din Tiraspol.

Ianuarie 2009									         Sergiu Corlat 
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1. Transformări de coordonate
1.1.	 Deplasări şi rotaţii

Rezolvarea oricărei probleme de geometrie computa
ţională începe (dacă e necesar) cu deplasarea coordonate-
lor elementelor cercetate (de cele mai dese ori, ale puncte-
lor) într-un domeniu potrivit al sistemului de coordonate 
(de obicei, în cadranul unu). În unele cazuri, deplasarea 
poate fi însoţită şi de rotaţia sistemului de coordonate.

Fie într-un sistem cartezian de coordonate un punct p 
de coordonate (x, y). Deplasarea de coordonate de-a lungul 
axei Ox cu o valoare dată a implică o modificare a coordo-
natelor punctului conform formulelor: 

,
.

x x a
y y
′ = +

 ′ =

În cazul deplasării de-a lungul 
axei Oy cu valoarea b, transformarea 
de coordonate va fi dată de sistemul:

,
.

x x
y y b
′ =

 ′ = +
Modificarea „combinată” a coordo-

natelor cu a după axa Ox şi b după 
Oy va fi dată de sistemul:

                    

,
.

x x a
y y b
′ = +

 ′ = +
Următorul tip de transformare este rotaţia cu un unghi 

ϕ a punctului (punctelor) faţă de originea sistemului de 
coordonate (fig. 1.1). 

Fig. 1.1. Rotaţia punctului 
cu un unghi ϕ



8

Copie autorizata pentru .campion

În unele cazuri, 
operaţia poate fi re
alizată invers: prin 
rotaţia originii siste
mului de coordonate 
faţă de un punct (sau 
sistem de puncte) dat. 
Atunci există patru 
numere a, b, c, d, care 
permit de a trece uni-
voc coordonatele ( , )x y   
în  ( , )x y′ ′ , utilizând 
sistemul de ecuaţii:  

,
(1.1)

.
x ax by
y cx dy
′ = +

 ′ = +
Pentru a determina acest cuadruplu de numere, pot fi  

folosite punctele (1, 0) şi (0, 1).
Se observă că la rotaţia cu un unghi ϕ  punctul de coor-

donate (1, 0) trece în punctul (cos ,sin )ϕ ϕ , iar punctul de 
coordonate (0, 1) – în  ( sin ,cos )− ϕ ϕ  (fig. 1.2).  

După substituţia acestor valori, în calitate de coeficienţi 
ai sistemului (1.1) se obţine:

 

′ =
′ =





⇒
=
=





x a
y c

a
c

cos ,
sin .

ϕ
ϕ

Analog:
′ =
′ =





⇒
= −
=





x b
y d

b
d

sin ,
cos .

ϕ
ϕ

 

Fig.1.2. Determinarea cuadruplului a, b, c, d fo-
losind punctele  (1, 0) şi (0, 1)
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Astfel, sistemul de ecuaţii pentru rotaţia cu un unghi 
ϕ  a unui punct arbitrar în jurul originii sistemului de co-
ordonate ia forma:

′ = −
′ = +





x x y
y x y

cos sin ,
sin cos .

ϕ ϕ
ϕ ϕ

În cazul în care rotaţia cu unghiul  ϕ   a punctului de 
coordonate ( , )x y  este efectuată faţă de punctul de coordo-
nate 0 0( , )x y , diferit de originea sistemului de coordonate, 
întâi se transferă originea sistemului de coordonate în 
centrul de rotaţie, apoi se efectuează rotaţia în jurul noii 
origini a sistemului de coordonate:

′ − = − − −
′ − = − + −





x x x x y y
y y x x y y

0 0 0

0 0 0

( ) cos ( )sin
( )sin ( ) cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ  

sau
′ = + − − −
′ = + − + −





x x x x y y
y y x x y y

0 0 0

0 0 0

( ) cos ( )sin
( )sin ( ) cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ

1.2. Coordonate  polare
Problemele în care apare necesitatea parcurgerii unei 

mulţimi de puncte , 1,ip i N=  de coordonate (xi , yi) după 
unghiurile formate de vectorii iOp



 cu axa Ox se rezolvă 
mai simplu în coordonate 
polare, unde fiecare punct p 
este determinat de perechea 
( , )r ϕ , unde r este distanţa 
de la punct până la originea 
sistemului de coordonate, iar 
ϕ  – unghiul format de vecto-
rul  Op

 

 cu axa Ox (fig. 1.3). Fig. 1.3. Coordonatele polare ale 
punctului de coordonate carteziene 
(x, y)
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Trecerea de la coordonatele carteziene (x, y) la cele po-
lare este determinată de următoarele formule [1, p. 77]:  

 

r x y

x
y

y

x
y

y

x y

x y

= + =

>

+ <

= >

= <









2 2

0

0

2
0 0

3
2

0 0

,

arctan

arctan

,

,

ϕ
π

π

π











1.3. Implementări

În problemele de geometrie computaţională pot apărea 
diferite modele de transformare a coordonatelor: deplasări 
după o axă, deplasări combinate (după ambele axe), rotaţii 
faţă de un punct, deplasări însoţite de rotaţii. Toate aceste 
transformări presupun recalcularea coordonatelor unui 
punct sau ale unui sistem de puncte. 

Pentru rezolvarea eficientă a problemelor de geometrie 
este foarte important de a alege corect structurile de date. 
Pentru implementarea transformărilor de coordonate este 
necesară descrierea unei singure structuri – punctul:

type point=record
           x,y : real;
     end;

Orice obiect geometric determinat de un sistem de 
puncte poate fi descris cu ajutorul unui tablou unidimen-
sional sau printr-o listă alocată dinamic, cu elemente de 
tip point. 
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Procedura de deplasare a coordonatelor cu valoarea 
vx după axa Ox şi cu valoarea vy după axa Oy poate fi 
realizată în modul următor:
procedure move(var P:point; vx,vy:real);
  begin
    P.x:=P.x+vx;
    P.y:=P.y+vy;
  end;

La fel de simplă este şi o posibilă implementare a rota
ţiei cu un unghi u faţă de un punct de coordonate vx, vy:
procedure rotate (var P:point; u,vx,vy:real);
var 
	 old:point;
 begin
   	 old:=P;
	 P.x:=vx+(old.x-vx)*cos(u*pi/180)
 		  -(old.y-vy)*sin(u*pi/180);
   	 P.y:=vy +(old.x-vx)*sin(u*pi/180)
 		  +(old.y-vy)*cos(u*pi/180);
 end;
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2. Intersecţii
În majoritatea proble

melor de geometrie compu
taţională apare în calitate de 
subproblemă determinarea 
coordonatelor punctului de 
intersecţie a două drepte, a 
două segmente sau a unui 
segment şi unei drepte. 

Metoda folosită pentru rezolvarea acestor subprobleme 
este aceeaşi, cu diferenţe puţin semnificative pentru fie-
care caz. 

Atât pentru definirea dreptei, cât şi pentru definirea 
segmentului se vor folosi două puncte distincte: arbitrare 
(ale dreptei) sau extreme (pentru segment)(fig. 2.1). 

Prin urmare, atât descrierea dreptei, cât şi descri-
erea segmentului pot fi realizate de aceeaşi structură de 
date, care va conţine coordonatele a două puncte şi, supli-
mentar, coeficienţii A, B, C ai ecuaţiei generale a dreptei. 
Aceşti coeficienţi vor fi necesari pentru calculul coordo-
natelor punctului de intersecţie. Una din posibilele me-
tode de definire a acestei structuri este:
type line=record
     		 x1,y1,x2,y2 : real;
			   A, B, C : real;
     end;

2.1. Intersecţia dreptelor
Ecuaţia generală a dreptei

Fie dreapta l determinată de punctele p1  de coordo-
nate ( , )x y1 1  şi p2  de coordonate ( , )x y2 2 . Ecuaţia dreptei 

Fig. 2.1. Definirea dreptei (segmentu-
lui) prin două puncte
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ce trece prin aceste două puncte este:

x x
x x

y y
y y

−
−

=
−
−

1

2 1

1

2 1
.                           (2.1)

Din această ecuaţie pot fi calculaţi coeficienţii ecuaţiei 
generale a dreptei: Ax By C+ + = 0 . 

Prin transformări elementare din (2.1) se obţine:

x y y y x x x y x y( ) ( ) ( ) .2 1 1 2 2 1 1 2 0− + − + − = 	    (2.2)

Din (2.2) rezultă formulele de calcul pentru coeficienţii 
ecuaţiei generale:

A y y
B x x
C x y x y

= −
= −
= −

2 1

1 2

2 1 1 2

,
,

.                               
(2.3)

Determinarea punctului de intersecţie  
a două drepte

Fie dreptele p şi l determinate de perechile de puncte 
p1 ( , )x y1 1 , p2 ( , )x y2 2   şi respectiv p3 3 3( , )x y , p4 4 4( , )x y .

Determinarea punctului q de intersecţie a acestor 
drepte se reduce la rezolvarea sistemului de ecuaţii:

 

A x B y C
A x B y C

1 1 1

2 2 2

0
0

+ + =
+ + =



 ,

unde A x B y C1 1 1 0+ + =  este ecuaţia generală a dreptei p 
şi A x B y C2 2 2 0+ + =  este ecuaţia generală a dreptei l. 
Coeficienţii acestor ecuaţii pot fi calculaţi conform for-
mulelor (2.3).

Până la rezolvarea nemijlocită a sistemului urmează 
să se verifice dacă dreptele p şi l sunt paralele sau coincid. 
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Pentru aceasta se verifică condiţiile:

a)	 A B A B AC A C1 2 2 1 1 2 2 1= ≠&  – dreptele p şi l sunt  
	 paralele;

b) A B A B AC A C1 2 2 1 1 2 2 1= =&  – dreptele p şi l coincid.
Dacă niciuna din condiţiile precedente nu se satisface, 

atunci există un punct unic de intersecţie a dreptelor p  
şi l, ale cărui coordonate pot fi calculate după formulele:

a) dacă  A1 0≠ ,

   	

y C A AC
B A B A

x B y C
A

sol

sol
sol

=
−
−

= −
+

1 2 1 2

2 1 1 2

1 1

1

,

;
                        

(2.4 a)

b) dacă  A1 0= ,

 	

y C
B

x B y C
A

sol

sol
sol

= −

= −
+

1

1

2 2

2

,

.
                       

(2.4 b)

Cu ajutorul setului de formule (2.4) pot fi calculate co-
ordonatele punctului de intersecţie q a dreptelor p şi l.

2.2. Intersecţia dreptei cu un segment

Formulele deduse în paragraful precedent permit să 
se calculeze coordonatele punctului de intersecţie a două 
drepte. Cazul intersecţiei a două segmente sau a unei 
drepte şi a unui segment pot fi reduse la cel al intersecţiei 
dreptelor, dar cu verificarea unor condiţii suplimentare.

Fie dreapta l care trece prin punctele p1 , p2  şi segmen-
tul s cu punctele extreme s1 , s2 .
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Poziţia punctului faţă de un vector

Fie vectorul 2 1p p


 de coordonate ( , )x y2 2 , ( , )x y1 1  şi 
punctul s de coordonate 3 3( , )x y .

Pentru a poziţiona punctul s faţă de vectorul 2 1p p


, 
poate fi folosit următorul determinant [12, p. 60]:

∆ =
x y
x y
x y

2 2

1 1

3 3

1
1
1

.

Determinantul este pozitiv, dacă punctul s este situat 
în semiplanul drept faţă de vectorul  2 1p p



; este nul, dacă 
punctul s aparţine dreptei determinate de acest vector; 
este negativ, dacă s este situat în semiplanul stâng.

O realizare posibilă a funcţiei de calcul al determinan-
tului este următoarea:
function sarrus(p1,p2,p3:point ): real;
 begin     sarrus:= p1.x*p2.y+p2.x*p3.y+p1.y*p3.x
                   -p3.x*p2.y-p3.y*p1.x-p1.y*p2.x;
 end;

Fig. 2.2. Poziţia segmentului faţă de dreaptă

Se observă că în cazul intersecţiei dreptei l şi a segmen
tului s, extremităţile segmentului sunt poziţionate de părţi 
diferite faţă de vectorul  2 1p p



. Dacă obiectele cercetate nu 
se intersectează, atunci ambele extremităţi ale segmentu-
lui se află de aceeaşi parte a vectorului 2 1p p



 (fig. 2.2).
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Expresia Sarrus(p2,p1,s1)*Sarrus(p2,p1,s2) va avea  
valoare: pozitivă, dacă dreapta l şi segmentul s nu se in
tersectează (ambele extremităţi ale segmentului sunt 
situate de aceeaşi parte a dreptei, valorile determinantu-
lui sunt de acelaşi semn); nulă, dacă cel puţin una dintre 
extremităţi aparţine dreptei (pentru extremitatea segmen-
tului care aparţine dreptei, determinantul este egal cu 0); 
negativă, dacă dreapta l şi segmentul s se intersectează 
(extremităţile segmentului sunt situate de părţi diferite 
ale vectorului, valorile determinantului au semne dife
rite).

Prin urmare, dacă pentru dreapta l determinată de 
punctele p1  şi p2  şi segmentul s cu extremităţile s1   şi s2    
expresia Sarrus(p2,p1,s1)*Sarrus(p2,p1,s2) are valoare 
negativă, atunci dreapta l şi segmentul s se intersectează, 
iar coordonatele punctului de intersecţie pot fi calculate 
conform formulelor (2.4). 

Dacă valoarea expresiei este nulă, se verifică nemijlocit 
care dintre extremităţile segmentului aparţine dreptei. În 
cazul în care ambele extremităţi ale segmentului aparţin 
dreptei, întreg segmentul este conţinut de aceasta.

2.3. Intersecţia segmentelor

Fie segmente s şi p cu extremităţile s1 , s2 , respectiv   
p1 , p2 . Pentru simplitate se va considera că segmentele 

nu aparţin aceleiaşi drepte şi nu sunt paralele (cazurile 
date pot fi verificate cu ajutorul precondiţiilor pentru for-
mulele (2.4)).

Segmentele se vor intersecta numai dacă 
Sarrus(p2,p1,s1)*Sarrus(p2,p1,s2) ≤ 0  şi
Sarrus(s2,s1,p1)*Sarrus(s2,s1,p2) ≤ 0. 
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3. Înfăşurătoarea convexă

Problema determinării înfăşu
rătoarei convexe este una dintre 
problemele centrale ale geometriei 
computaţionale. Ea apare atât în 
cadrul unor aplicaţii economice, fi-
nanciare, ecologice, arhitecturale, 
cât şi în probleme geometrice ana
litice.

Noţiunea de înfăşurătoare con
vexă în plan este intuitiv simplă: 
pentru o mulţime S de puncte ale planului, înfăşurătoarea 
convexă ( )Q S este mulţimea de vârfuri ale poligonului1 
convex cu cea mai mică arie, care conţine toate punctele 
mulţimii S. Înfăşurătoarea convexă poate fi modelată cu 
ajutorul inei benzi elastice, întinse în jurul mulţimii S. La 
eliberare, banda elastică va repeta conturul înfăşurătoarei 
convexe (fig. 3.1).

3.1. Algoritmul elementar
Fie mulţimea de puncte din plan S p pN={ , ... , }1 . Fie-

care element pi   al mulţimii este descris prin coordonatele 
sale carteziene ( , )x yi i . O metodă  intuitivă de determina
re a înfăşurătoarei convexe presupune eliminarea din 
mulţimea iniţială a tuturor punctelor ei interioare. 

Fig. 3.1. Înfăşurătoarea 
convexă a unei mulţimi de 
puncte

1 Poligon – figură geometrică plană, închisă, formată dintr-un număr 
finit de segmente, numite laturi. Aici şi în continuare prin poligon se va 
înţelege frontiera acestuia în reuniune cu interiorul său. Poligonul P 
este convex, dacă ∀ ∈ [ ]∈x x P x x P1 2 1 2, , , . Poligonul P este simplu, dacă 
laturile lui se intersectează doar în extremităţile lor.
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Algoritmul elementar se bazează pe două afirmaţii 
simple: 

a)	 înfăşurătoarea convexă a unei mulţimi de puncte 
  	 S este formată din punctele extreme ale mulţimii S;

b)	un punct p S∈  nu este un punct extrem dacă şi  
	 numai dacă există cel puţin un triunghi, determinat  
	 de punctele p p p Si j k, , ∈ , astfel încât p să-i aparţină  
	 (fig. 3.2).

În baza acestor afirmaţii, punc
tele interioare ale mulţimii se ex-
clud prin cercetarea apartenenţei 
fiecărui punct la fiecare triunghi 
generat de punctele mulţimii. Atât 
pseudocodul, cât şi implementarea  
algoritmului sunt extrem de sim-
ple:

Pseudocod

Pas 1 	  C S←

Pas 2	 Pentru toate punctele  ip S∈

  		 	     Pentru toate punctele  ,j j ip S p p∈ ≠

    		  	       Pentru toate punctele  , ,k k i k jp S p p p p∈ ≠ ≠

		   	      Pentru toate punctele  

					     , , ,i j kp S p p p p p p∈ ≠ ≠ ≠

      				    if   i j kp p p p∈∆  then  /{ }C C p←

Fig. 3.2. Determinarea unui 
punct interior
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Apartenenţa punctului la un triunghi

Condiţia i j kp p p p∈∆  poate fi verificată prin determi
narea poziţiei punctului p faţă de fiecare din vectorii p pi j

 

,   
p pj k

 

,   p pk i

 

. Dacă semnul valorilor returnate la apelurile 
funcţiei sarrus(p

i
,p

j
,p), sarrus(p

j
,p

k
,p), sarrus(p

k
,p

i
,p) 

este acelaşi, atunci i j kp p p p∈∆ . Prin urmare, verificarea 
apartenenţei punctului la un triunghi poate fi realizată 
într-un număr de operaţii mărginit de o constantă. 

Instrucţiunile ciclice din pasul 2 al algoritmului gene
rează un număr de operaţii proporţional cu N 4 , ceea ce de
termină şi complexitatea finală a algoritmului – 4( ).O N

Implementare
Structura de date utilizată pentru determinarea înfăşu-

rătoarei convexe este un tablou de elemente, fiecare din-
tre ele fiind un articol cu trei componente: coordonatele 
punctului şi marcajul (0 – punct extrem, 1 – punct interi-
or), care specifică apartenenţa la înfăşurătoarea convexă:
type 	point=record
   	 x,y,int: integer;
   	 end;

Verificarea dacă punctul aparţine la un triunghi este 
realizată de funcţia apart: 
function apart(l,i,j,k:integer) : boolean;
  var k1,k2,k3: real;
  begin	apart:=true;
   		  k1:=sarrus(a[i],a[j],a[l]);
   		  k2:=sarrus(a[j],a[k],a[l]);
   		  k3:=sarrus(a[k],a[i],a[l]);
   		  if (k1*k2 <0 ) or (k1*k3<0) or (k2*k3<0) 
			   then apart:=false;

  end;
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Aplicarea marcajelor este realizată în fragmentul:
  for i:=1 to n-2 do

 		  for j:=i+1 to n-1 do
   		  for k:=j+1 to n do
     			  for l:=1 to n do
       			  if (l<>i) and (l<>j) and (l<>k) then
         		  if apart(l,i,j,k) then a[l].int:=1;

Afişarea coordonatelor punctelor care formează înfăşu
rătoarea se realizează prin verificarea marcajelor:
		  for i:=1 to n do if a[i].int=0 
            then writeln(a[i].x, ’ ’,a[i].y);

 Algoritmul descris, deşi este unul polinomial, nu este 
cel mai eficient pentru determinarea înfăşurătoarei con-
vexe a unei mulţimi de puncte.

3.2. Algoritmul Graham 
Un algoritm eficient pentru determinarea înfăşurătoarei 

convexe a fost propus de R. L. Graham în 1972. Algorit-
mul se bazează pe determinarea unui punct interior al 
mulţimii S, deplasarea în el a originii sistemului de coordo-
nate şi sortarea celorlalte 
puncte pi ale mulţimii 
după măsura unghiu-
lui format de vectorul 

iOp


 cu axa Ox. După 
sortare, punctele din S 
sunt plasate într-o listă 
bidirecţională, circulară. 
La următoarea etapă se 
parcurge lista formată, 
pornind de la punctul 
de abscisă minimă (fig. 
3.3). Acesta este un punct 

Fig. 3.3. Parcurgerea listei de puncte con-
form algoritmului Graham (punctele p1, p2, 
p3 marchează tripletul curent)
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care, în mod cert, aparţine înfăşurătoarei convexe. La 
fiecare „moment” al parcurgerii se cercetează un triplet 
de elemente2 consecutive ale listei 1 2 3, ,p p p . Cercetarea 
este realizată prin verificarea poziţiei punctului 2p  faţă 
de vectorul 1 3p p



. 
Poziţionarea în semiplanul stâng stabileşte 2p  ca fiind 

un punct interior al mulţimii. În acest caz, 2p   este exclus 
din listă, iar tripletul care urmează să fie cercetat devine   

0 1 3, ,p p p  ( 0p – elementul precedent pentru 1p ).
Poziţionarea în semiplanul drept stabileşte  2p   ca fiind 

un punct posibil al înfăşurătoarei convexe. În acest caz,    
2p  este păstrat în listă, iar tripletul care urmează să fie 

cercetat devine  2 3 4, ,p p p  ( 4p – elementul următor pentru 
3p ). Parcurgerea ia sfârşit când se revine în punctul de 

unde a început.

Pseudocod

Pas 1	 Se determină un punct interior  , .z z S∈

Pas 2	 Se transferă originea sistemului de coordonate în 
punctul  z. 

Pas 3	 Se determină coordonatele polare ( , )r ϕ  ale fiecă
rui punct  ,p S p z∈ ≠ , apoi se sortează după 
creşterea ϕ  (pentru punctele cu unghiuri congru-
ente sortarea se efectuează după creşterea r). 

Pas 4	 Se formează o listă bidirecţională, circulară, ale 
cărei elemente sunt punctele sortate (Q).

Pas 5 	 Se stabileşte 0p  – punctul de abscisă minimă (în 
sistemul cartezian de coordonate). 0p p← .  

Pas 6 	 Cât timp la 0p  nu se ajunge prin mişcări „înainte”, 
se repetă:

2 Fiecare element al listei descrie un punct al mulţimii S.
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		  a)	Se consideră tripletul 1 ,p p←  2 [ ],p p urm←
3 2[ ]p p urm← .

		  b)	Dacă 2p  e poziţionat în semiplanul drept faţă 
de vectorul p pk i

 

, atunci se efectuează mişcarea 
„înainte”: [ ]p p urm← , altfel 2p  se exclude 
din lista Q şi se efectuează mişcarea „înapoi”: 

[ ]p p prec← .
Pas 7	 Q – înfăşurătoarea convexă. 

Complexitatea algoritmului este ( log )O N N  şi e 
determinată de  complexitatea pasului 3 – sortarea punc-
telor după unghiul ϕ . Paşii 1, 2, 4, 5 au o complexitate 
liniară. Aceeaşi complexitate o are şi pasul 6 – la fiecare 
„moment” fie este eliminat un punct, fie se realizează 
un pas înainte. Numărul de operaţii pentru verificarea 
poziţiei punctului 2p  este mărginit de o constantă.

Modificarea Andrew

Modificarea Andrew a algoritmului Graham are 
drept scop omiterea determinării punctului interior z, a 
deplasării originii sistemu
lui de coordonate şi a calcu-
lului coordonatelor polare. 
La baza variantei Andrew 
stă următorul principiu: par
tea superioară (după y) a 
înfăşurătoarei convexe este 
bombată (în sus) pentru ori-
care 3 puncte consecutive ale 
sale, cea inferioară – bombată 
în jos (fig. 3.4). Fig. 3.4. Construirea înfăşurătoarei 

convexe. Modificarea Andrew pentru 
algoritmul Graham
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Pseudocodul algoritmului are următoarea formă:

Pas 1	 Se determină două puncte extreme min max,p p S∈  
de abscisă minimă (respectiv maximă).

Pas 2	 Se separă S în Ssup şi Sinf  după poziţia punctelor  
din mulţimea iniţială faţă de vectorul min maxp p



.  
Ssup va fi formată din punctele extreme şi cele din 
stânga vectorului, Sinf  – din punctele extreme şi 
cele din dreapta vectorului.

Pas 3	 Se sortează Ssup, Sinf  după creşterea abscisei.

Pas 4
		  a) 	Se verifică toate tripletele de puncte consecutive 

1 2 sup, ,i i ip p p S+ + ∈ , pornind de la  pmin. 
			   Dacă 1ip +  este poziţionat în stânga vectorului 

2i ip p +



, atunci se execută mişcarea „înainte”, al-
tfel – mişcarea „înapoi”. La atingerea pmax, punc-
tele rămase în Ssup formează partea superioară a 
înfăşurătoarei convexe.

		  b)	Se verifică toate tripletele de puncte consecutive  
1 2 inf, ,i i ip p p S+ + ∈ , pornind de la pmin . 

			   Dacă 1ip +  este poziţionat în dreapta vectorului 
2i ip p +



, atunci se execută mişcarea „înainte”, alt-
fel – mişcarea „înapoi”. La atingerea  pmax, punc-
tele rămase în  Sinf formează partea inferioară a 
înfăşurătoarei convexe.

Pas 5	  inf supQ S S← ∪ .

În cele ce urmează este propusă o realizare a acestui 
algoritm. Se presupune că punctele sunt date prin coordo-
natele lor – numere întregi. Sortarea este realizată de pro-
cedura qsort (descrierea şi implementarea poate fi găsită, 
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de exemplu,  în [7, 303]). Poziţia reciprocă a punctelor este 
determinată de funcţia sarrus, descrisă anterior. 

Structurile de date:
	 drag 			  – mulţimea S  
	 sus, jos 	 – mulţimile  Ssup, Sinf  
	 n 				    –  |S|

procedure conv;
var 		 minx,maxx:longint;
			   j, imin, imax,i, nsus, njos: integer;
			   rem: boolean;
			   p1,p2,p3:nod;
begin		
{1. determinarea extremelor dupa x}
	 minx:=drag[1].x; maxx:=drag[1].x;imin:=1; imax:=1;
	 for i:=2 to n do 
    if drag[i].x< minx then 
        begin minx:=drag[i].x; imin:=i; end
    else if drag[i].x>maxx then
        begin maxx:=drag[i].x; imax:=i; end;

{2. separarea in submultimi}
	 nsus:=1; njos:=1;  
	 sus[1]:=drag[imin]; jos[1]:=drag[imin];
	 for i:=1 to n do
  		 if not (i in [imin, imax])then
 		  if sarrus(drag[imin],drag[imax],drag[i])<0
      then 
       begin inc(njos); jos[njos]:=drag[i]; end
      else 
       begin inc(nsus); sus[nsus]:=drag[i]; end;
	 inc(nsus);sus[nsus]:=drag[imax];
	 inc(njos);jos[njos]:=drag[imax];

{3. sortarea subseturilor }
qsort(sus,2,nsus-1);
qsort(jos,2,njos-1);

{crearea infăşurătoarei convexe}
{4. sus}
	 repeat
		  rem:=false; i:=2;
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		  while i<nsus do
    		 begin
      		  p1:=sus[i-1]; p2:=sus[i]; p3:=sus[i+1];
      		  if sarrus(p1,p3,p2)>0 then  i:=i+1
          	else begin
                rem:=true;
                for j:=i to nsus-1 do 
                            sus[j]:=sus[j+1];
               	 dec(nsus); 
               end;
    		 end;
	 until not rem;

{si jos}
	 repeat
	 rem:=false; i:=2;
	 while i<njos do
    	begin
      	 p1:=jos[i-1]; p2:=jos[i]; p3:=jos[i+1];
      	 if sarrus(p1,p3,p2)<0 then  i:=i+1
          else begin
                rem:=true;
                for j:=i to njos-1 do 
											           jos[j]:=jos[j+1];
                dec(njos); 
               	end;
    	end;
	 until not rem;

{5. asamblarea}
 	 for i:= nsus-1 downto 2 do
   begin 
        inc(njos); 
        jos[njos]:=sus[i]; 
   end;
   drag:=jos; n:=njos;
end;{conv}

La finalul execuţiei procedurii punctele care formează 
înfăşurătoarea convexă vor fi stocate în structura de date 
jos.
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4. Triangularizări 

Din punct de vedere geo-
metric, triangularizarea T(S)
a mulţimii de puncte S este 
o divizare a înfăşurătoarei 
convexe Q(S) în triunghiuri. 
Suplimentar, se vor respecta 
condiţiile: 

a)	vârfri  ale triunghiurilor  
 	 pot fi numai puncte  
	 din S;

b)	 toate punctele mulţimii  
	 S vor fi utilizate în calitate de vârfuri (fig. 4.1). 

4.1. Un algoritm greedy 
       pentru mulţimi de puncte

Fie mulţimea de puncte S şi N=|S|. Fiecare punct p S∈  
este descris prin coordonatele sale carteziene ( , )x y .  Tri-
angularizarea T(S) poate fi cercetată ca un graf planar cu 
mulţimea de noduri S. Prin urmare, numărul de laturi 
M în S este proporţional cu N (conform formulei Euler, 

3 6M N≤ − ).  
O soluţie simplă în plan este generarea tuturor seg-

mentelor posibile cu extremităţi în S, sortarea lor după 
lungime, apoi adăugarea consecutivă în triangularizare. 
În proces se verifică dacă latura curentă intersectează la-
turile adăugate anterior. Dacă intersecţiile lipsesc, latura 
este adăugată, în caz contrar, se trece la cercetarea laturii 
următoare.

Fig. 4.1. Triangularizarea unei mul­
ţimi de puncte 
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Numărul total de laturi posibile pe punctele din S este  
2 2N . Fiecare latură poate fi cercetată ca un segment de-

scris prin extremităţile sale:
type 	segment=record
					     p1,p2:nod; l:real;
     end; 

Prin urmare, verificarea intersecţiei laturilor poate fi 
realizată folosind o procedură identică cu procedura de 
verificare a intersecţiei segmentelor (§ 2.3). 
Function intersect (A,B: segment): boolean;
Begin
  if sarrus(A.p2,A.p1,B.s1)*sarrus(A.p2,A.p1,B.s2)≤ 0 and
     sarrus(B.s2,B.s1,A.p1)*Sarrus(B.s2,B.s1,A.p2)≤ 0  
  then
     intersect:= true else intersect:= false
End;

Calculul distanţei3 dintre două puncte ,i jp p S∈  (lungi
mea laturii) poate fi realizat printr-o funcţie elementară:
Function distant (p[i],p[j]: nod): real;
Begin
    distant:=
      sqrt(sqr(p[i].x-p[j].x)+ sqr(p[i].y-p[j].y));
End;

Pseudocod

Pas 1	 m ← 0

Pas 2	 for i ← 1 to N do
			    for j ← 1+i to N do
				    Begin		 m↑
							       Latura[m].l 	← distant(p[i],p[j])
							       Latura[m].st 	← p[i]
							       Latura[m].fin 	← p[j]
          	End;

Pas 3	 qsort(Latura,m);
3 Pentru două puncte a, b date prin coordonatele ( , ), ( , )a a b bx y x y ,

2 2( , ) a b a bd a b x x y y= − + − .
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Pas 4	 k←0

Pas 5	 for i ← 1 to  M do
       		 begin
        		  z ← false
        		  for j ← 1 to k do
      	   		 if intersect(Latura[i],Triang[j])  

			   then z ← true
  					    if NOT z then 
  						     begin
 							       k↑ ; Triang[k] ← Latura[i]
 						      end;
				    end;

Numărul total de laturi generate este proporţional 
cu  2N . Sortarea lor va necesita un număr de operaţii 
proporţional cu  2 log( )N N . Complexitatea pasului 5 este 
determinată de numărul de verificări ale intersecţiilor, 
care nu depăşeşte 3N . Prin urmare, complexitatea algo-
ritmului greedy este 3( )O N , ceea ce lasă de dorit pentru 
valori mari ale lui  N.

4.2. Triangularizarea poligoanelor convexe

Este o problemă elementară, care poate fi rezolvată în 
timp liniar. 

Fie P un poligon convex, dat 
prin lista vârfurilor  p1, ... ,pN  în 
ordinea parcurgerii lor. Pentru 
a construi o triangularizare în 
P, este suficient să fie constru-
ite segmentele diagonale 1 3p p , 
..., 1 1Np p −     (fig. 4.2). Numărul 
diagonalelor este proporţional 
cu N (numărul de vârfuri ale 
poligonului). Construirea unei 
diagonale necesită un număr 

Fig. 4.2. Triangularizarea unui po-
ligon convex
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constant de operaţii. Triangularizarea poligonului convex 
poate fi utilă pentru calculul ariei lui. Aria poligonului este 
egală cu suma ariilor triunghiurilor din triangularizare.

4.3. Triangularizarea poligoanelor simple
Metoda greedy

În cazul poligoanelor simple nu este posibil de a realiza 
direct metoda din compartimentul precedent, deoarece 
apar două condiţii suplimentare care trebuie verificate:

1)	aparţine oare latura curentă poligonului sau exte-
riorului poligonului triangularizat; 

2)	 laturile care formează frontiera poligonului urmea
ză să fie incluse în triangularizare indiferent de locul 
ocupat în lista distanţelor.  

Verificarea primei condiţii este echivalentă cu verifica
rea apartenenţei mijlocului laturii la poligon. Algoritmul 
care rezolvă această problemă este prezentat în § 5.1.

Problema a doua se rezolvă elementar: prin includerea 
laturilor ce formează frontiera P în începutul listei care 
descrie triangularizarea. 

Fie P un poligon simplu, dat prin lista de vârfuri  
p1, ..., pN , în ordinea parcurgerii lor. Algoritmul greedy va 
fi descris de următorul pseudocod:

Pas 1	 m ←  0

Pas 2	 for i ←  1 to N do
				    for j ←  2+i to N do

			   Begin 
   			   m↑
				    Latura[m].l  ← distant(p[i],p[j])
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				    Latura[m].st ← p[i]
				    Latura[m].fin 	← p[j]
       	End;

Pas 3	 qsort(Latura,m);

Pas 4	 for i ← 1 to  N-1 do
       		 Begin
					     Triang[i].st  ← p[i]
					     Triang[i].fin  ← p[i+1]
          	End;
 		  	 Triang[N].st 	 ← p[N]
			   Triang[N].fin	 ← p[1]
			   k ← N

Pas 5	 for i ← 1 to  M do
       		 Begin
        		  z ← false
        		  for j ← 1 to k do
      	   		  if intersect(Latura[i],Triang[j])  

			   then z ← true
  					    if NOT z then 
  						     Begin
							       x,y ← middle(Latura[i])
 	   						     if apart(x,y,P)then
         					     Begin
 	        						     k↑ ; Triang[k] ← Latura[i]
         					     End;
     					    End;
				    End;

Calculul coordonatelor mijlocului segmentului necesită 
un număr constant de operaţii:
Procedure middle(a: segment; var x,y:real);
	 Begin
 		  x:=(a.st.x+ a.fin.x)/2; y:=(a.st.y+ a.fin.y)/2;
	 End;

Verificarea apartenenţei unui punct la un poligon are o 
complexitate liniară faţă de numărul N de laturi ale aces
tuia. Prin urmare, complexitatea pasului 5 şi complexi
tatea totală a algoritmului rămâne aceeaşi ca şi pentru 
algoritmul descris în § 4.1. 
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5. Apropiere şi apartenenţă

Capitolul este consacrat analizei unor probleme geome-
trice în plan: determinarea celei mai apropiate perechi de 
puncte, apartenenţa punctului la un poligon, construcţia 
poligoanelor cu proprietăţi prestabilite. Soluţiile directe ale 
acestor probleme sunt relativ simple, dar nu şi optime.

5.1. Cea mai apropiată pereche de puncte 
Fie în plan o mulţime de 

puncte  { }1,..., NS s s= . Se cere 
să se determine o pereche de 
puncte (fig. 5.1)  * *, , :i js s i j≠  

* *

1,...,
1,...,

( , ) min ( , ).i j i ji N
j N
i j

d s s d s s
=
=
≠

=

Calculul direct al tuturor 
distanţelor dintre N puncte 
necesită un număr de operaţii 
proporţional cu 2N :
	 index1 ← 1; index2 ← 2; 
	 min ← distance(s1, s2);
	 For i←1 to N do
		  For j←1+i to N do
          If distance(si, sj) < min then
                       	Begin
                        	 min ← distance(si, sj)
			           				    index1 ← i; index2 ← j;
                       	End;

Acelaşi rezultat poate fi obţinut într-un timp mai re-
strâns, folosind algoritmul optim cu o complexitate de 

( log )O N N .  

Fig. 5.1. Cea mai apropiată pereche 
de puncte
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Algoritmul optim

  Pentru a determina în 
timp optim cea mai apro
piată pereche de puncte, 
poate fi folosită tehno
logia recursivă desparte şi 
stăpâneşte. Ideea majoră 
este divizarea, la fiecare 
pas recursiv, a mulţimii 
iniţiale în două submulţimi 
liniar separabile şi rezol-
varea problemei pe fiecare 
submulţime în parte (fig. 5.2). 

Cazul elementar, care permite calculul direct al soluţiei, 
este mulţimea formată din două sau trei puncte. Numărul 
de operaţii la acest pas este constant. Specificul problemei 
constă în determinarea soluţiei optime la etapa de asam-
blare: având două submulţimi S1 şi S2, cea mai apropiată 
pereche de puncte în 1 2S S∪  poate să fie determinată de 
o pereche 1 2, : ,s s s S s S′ ′′ ′ ′′∈ ∈ . Se poate demonstra că, la 
etapa asamblării soluţiei, numărul necesar de verificări la 
fiecare nivel este liniar faţă de numărul de puncte din mul
ţimile asamblate. Numărul de divizări consecutive ale mul
ţimii în submulţimi „balansate”4 nu va depăşi log( )N . Dacă 
numărul de operaţii necesare pentru determinarea soluţiei 
la un nivel de asamblare este proporţional cu N, com-
plexitatea finală a algoritmului va fi ( log )O N N . Pentru 
soluţionarea optimă a problemei este necesară o preproce-
sare a mulţimii: sortarea punctelor după abscisă (se obţine 
şirul sortat  X) şi sortarea punctelor după ordonata lor (se 
obţine şirul sortat Y). Având complexitatea ( log )O N N , 
sortarea nu modifică complexitatea finală a algoritmului. 

Fig. 5.2. Divizarea mulţimii în submulţimi 
separabile faţă de dreapta l pentru re-
zolvarea recursivă a problemei „cea mai 
apropiată pereche de puncte”

4 Numărul de elemente din fiecare submulţime diferă cu cel mult 1.
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Fie la un nivel de divizare mulţimea S, şirul X al ele
mentelor din S sortate după abscisa x, şirul Y cu elemen
tele S sortate după ordonata y. 

Aparent, procesul de asamblare a soluţiei la un nivel 
dat are o complexitate 2( )O N : maxim N puncte în S1 şi 
maxim N puncte în S2, dintre care urmează să fie calcu-
late distanţele. În realitate, 
numărul de operaţii este 
mult mai mic.

Fie S a fost divizat în 
submulţimile S1 şi S2, pe 
care au fost determinate 
distanţele minime δ1  şi 
δ2 , precum şi perechile 
respective de puncte. Se 
consideră δ δ δ= min( , )1 2  
(fig. 5.3).

Pentru determinarea soluţiei optime pe 1 2S S∪  este 
necesar de a cerceta doar punctele situate în fâşia de 
lăţime δ  de la dreapta l care separă submulţimile. Cele-
lalte puncte din submulţimi se află, evident, la o distanţă 
mai mare decât δ  unul de altul şi nu pot îmbunătăţi 
soluţia. Această restrângere nu garantează efectuarea 
unui număr liniar de operaţii, 
deoarece pentru un punct cer
cetat 1s S∈  în fâşia δ  poate fi un 
număr de puncte proporţional cu 

2S . O analiză mai detaliată per-
mite excluderea din cercetare a 
tuturor punctelor care se află în 
exteriorul dreptunghiului de di-
mensiunile δ δ×2 , asociat pun
ctului s (fig. 5.4). Numărul de 
puncte ale mulţimii S2  care se pot 

Fig. 5.3. Determinarea punctelor poten­

ţiale pentru soluţia pe 1 2S S∪

Fig. 5.4. Zona de cercetare în   

S2 pentru un punct dat 1s S∈
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afla în această zonă nu poate fi 
mai mare decât 6. Prin urmare, 
numărul de verificări la etapa de 
asamblare nu va depăşi 6N. 

Folosind şirurile X şi Y, se 
formează şirul Y ′ , care conţine 
punctele din S situate în fâşia
[ , ]l l− +δ δ , sortate după y – 
mulţimea punctelor care pot 
îmbunătăţi soluţia. Pentru fie
care element din Y ′  se calcu
lează distanţele doar până la următoarele 8 elemente: ele 
reprezintă (în cel mai rău caz) simetric 6 puncte din S2 
plus 6 puncte din S1 minus 3 puncte care coincid, minus 
punctul cercetat (fig. 5.5).

Pseudocod     
Preprocesare	
	 X ←  S, sort(X) 		  {sortare după x}

	 Y ←  S, sort(Y) 		  {sortare după y}
Procedure apr2p(S, X, Y)  	
  If  4S ≥   then 
    begin 	formează  1 2 1 2 1 2, , , , ,S S X X Y Y
 			   δ ←min (apr2p( 1 1 1, ,S X Y ),apr2p( 2 2 2, ,S X Y ))
              formează  Y ′  
             	for i ←  1 to Y ′  do
		    		  for j ←  1 to 8 do
					     if distance( Y ′ [i], Y ′ [i+j]) <   δ  
						      then	 δ ←  distance ( Y ′ [i],  Y ′ [i+j])
			   return δ
    end else return distanţa minimă în S {calculată direct}

Fig. 5.5. Numărul elementelor 
consecutive Y ′  care pot modifica 
distanţa minimă nu depăşeşte 9
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5.2. Apartenenţa punctului la un domeniu 

Apartenenţa punctului la un poligon convex
Problema determinării apar

tenenţei unui punct la un poli-
gon convex este una simplă şi 
poate fi rezolvată cu ajutorul al-
goritmilor cercetaţi anterior. Se 
observă uşor (fig. 5.6) că poziţia 
unui punct interior faţă de fie-
care din vectorii determinaţi de 
vârfurile consecutive ale poli-
gonului este una şi aceeaşi – la 
dreapta, dacă vârfurile sunt par-
curse în direcţia mişcării acelor 
de ceasornic, şi la stânga, în 
cazul parcurgerii vârfurilor în 
direcţie opusă. 

Poziţia punctului s faţă de un vector i jp p


 poate 
fi determinată în timp constant (§ 3.1). Prin urmare, 
complexitatea algoritmului este proporţională doar cu 
numărul de laturi ale poligonului.  Fie punctul s de coor-
donate (xs , ys) şi poligonul convex 1 2( , , ... , )NP p p p=  cu 
N laturi, descris prin lista vârfurilor parcurse consecutiv 
(coordonatele vârfurilor sunt stocate în tabloul liniar de 
articole P cu câmpurile x şi y). Pentru a simplifica imple-
mentarea, în lista de vârfuri ale poligonului este inclus un 
vârf virtual 1 1Np p+ ← .
function apart : boolean; 
var i : integer;
function verific_punct(x1,y1,x2,y2,x3,y3:real):boolean;
  begin
   if  x1*y2+x2*y3+y1*x3-x3*y2-x2*y1-y3*x1 > 0 then
       verific_punct:=true else verific_punct:=false;
  end;

Fig. 5.6. Punctele interioare sunt 
plasate de aceeaşi parte a vecto­
rilor determinaţi de vârfurile con-
secutive ale poligonului, poziţia 
celor exterioare poate varia.
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begin {apart}
  apart:=true;
  for i:=1 to N do
  if not   
  verific_punct(p[i].x,p[i].y,p[i+1].x,p[i+1].y,s.x,s.y)   
  then apart:=false;
end; {apart}

 Apartenenţa punctului la un poligon stelat
Fie un poligon arbitrar  

1 2( , , ... , )NP p p p=  cu N laturi. 
Dacă în P există un punct interi
or c, astfel încât toate intervalele  

1 2[ , ],[ , ],...,[ , ]Nc p c p c p  aparţin 
integral P, poligonul se numeşte 
stelat (fig. 5.7).

În cazul în care punctul in-
terior c este cunoscut apriori, 
determinarea apartenenţei unui 
punct arbitrar s la poligonul P se reduce la verificarea 
existenţei unui triunghi5 1,i icp p + 1,i N= , care să conţină 
punctul s în calitate de punct interior. 

Numărul triunghiurilor este N, numărul de operaţii 
necesare pentru verificarea apartenenţei punctului la 
interiorul unui triunghi este mărginit de o constantă. Prin 
urmare, complexitatea determinării apartenenţei punctu-
lui la un poligon stelat va fi ( )O N  în condiţia că punctul 
c este cunoscut. 

Apartenenţa punctului la un poligon simplu 

Problema apartenenţei unui punct s la un poligon sim-
plu P poate fi rezolvată prin triangularizarea P şi prin 

5 Vârful pN+1 este unul virtual şi coincide cu p1.

Fig. 5.7.  P - poligon stelat
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verificarea ulterioară a apartenenţei s la unul din tri-
unghiurile formate în procesul triangularizării. 

Un algoritm mai eficient este bazat pe numărarea 
intersecţiilor ale dreptei orizontale l care trece prin 
punctul dat s cu laturile poligonului P (fig. 5.8). Se va cer-
ceta partea dreptei spre stânga 
de s. Pentru latura curentă se 
determină:

•	 poziţia punctului faţă de 
aceasta;

•	 intersecţia laturii cu semi-
dreapta l.

Dacă numărul intersecţiilor 
spre stânga de s este impar,  
punctul se află în interiorul po-
ligonului; pentru un număr par 
de intersecţii, punctul se află în 
exterior. Demonstraţia este elementară: la parcurgerea 
spre stânga, prima intersecţie marchează intrarea semi-
dreptei în interiorul poligonului, următoarea – ieşirea. 
Fiecare pereche următoare de intersecţii are aceeaşi 
semnificaţie.    

Pentru stabilirea intersecţiei semidreptei cu latura 
curentă pot fi utilizate metodele descrise în § 2.2.

Cazuri speciale 

A.	Dreapta l trece printr-un vârf pi al 
poligonului P la stânga de s. Vâr-
furile pi-1  şi  pi+1 se află de părţi 
diferite ale dreptei l. Numărul de 
intersecţii se incrementează cu 
1.	  

Fig. 5.8.  Numărul de intersecţii 
ale semidreptei l cu laturile poli-
gonului determină apartenenţa 
punctului s la poligonul P
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B.	Dreapta l conţine latura pi-1 pi+1 a 
poligonului P la stânga de s. Vâr-
furile pi-1  şi pi+2  se află de părţi 
diferite ale dreptei l. Numărul 
de intersecţii se incrementează 
cu 1.	  

C.	Dreapta l trece printr-un vârf 
pi al poligonului P la stânga 
de s. Vârfurile pi-1 şi pi+1 se află 
de aceeaşi parte a dreptei l. 
Numărul de intersecţii nu se 
incrementează.

D.	Dreapta l conţine latura pi-1 pi+1 a 
poligonului P la stânga de s. Vâr-
furile pi-1 şi pi+2 se află de aceeaşi 
parte a dreptei l. Numărul de 
intersecţii nu se incrementează.	
 
Numărul de laturi procesate este N. Determinarea 

intersecţiei laturii cu dreapta l este realizată într-un 
număr constant de operaţii. Procesarea cazurilor speciale 
este realizată de asemenea într-un număr de operaţii 
mărginit de o constantă. Prin urmare, complexitatea al-
goritmului este  ( )O N .
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5.3. Poligonul şi diagrama Voronoi 

O altă problemă de apro
piere în plan este problema 
determinării poligonului Vo
ronoi pentru o mulţime de 
puncte. 

Fie în plan mulţimea de 
puncte 1{ ,..., }NS p p= . Fie-
care punct , 1, ,ip i N=  
este descris de coordonatele  
carteziene (xi , yi). Pentru un 
punct dat ip S∈  se cere să se 
determine poligonul V(i) care 
va conţine toate punctele 
planului, mai apropiate de 
pi  decât de oricare alt punct 

,j i jp S p p∈ ≠ (fig. 5.9).
Problema generalizată 

pentru toate punctele mul
ţimii S este cunoscută sub 
numele diagrama Voronoi 
(fig. 5.10). 

De menţionat că pentru 
unele puncte ale mulţimii 
S, domeniul determinat de 
poligonul Voronoi poate fi 
unul infinit. Se poate demonstra că această proprietate o 
posedă punctele care formează înfăşurătoarea convexă a 
mulţimii S.

Algoritmul direct pentru determinarea poligonului 
Voronoi V(i) se bazează pe următoarea observaţie:

Dreapta l, perpendiculară pe segmentul  pi pj şi care tre
ce prin mijlocul acestuia, conţine punctele egal depărtate 

Fig. 5.9. Poligonul Voronoi V(i) pentru 
punctul pi.

Fig. 5.10 Diagrama Voronoi pentru 
mulţimea S
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atât de pi , cât şi de pj. Punctele mai apropiate de pi decât 
de pj vor forma semiplanul determinat de dreapta l şi care 
conţine punctul pi.

Fiecare punct p S∈  este descris prin coordonatele sale 
carteziene (x, y). Prin urmare, pentru perechea de puncte  
pi, pj ,

•	 mijlocul m al segmentului pi pj va fi determinat de 
punctul de coordonate:

   	

,
2

;
2

i j
m

i j
m

x x
x

y y
y

+
=

+
=

•	 dreapta d care conţine segmentul pi pj va fi descrisă 
de ecuaţia Ax+By+C = 0, unde 

 	

,
,

;

j i

i j

j i i j

A y y
B x x
C x y x y

= −

= −

= −

•	 orice dreaptă l’perpendiculară pe segmentul pi pj  va 
avea ecuaţia generală de forma  Ax+By+C’= 0;

•	 pentru dreapta l, perpendiculară pe segmentul pi pj şi 
care trece prin punctul de mijloc al acestuia, valoa
rea coeficientului C este:  Aym – Bxm.

Odată ce este cunoscută ecuaţia dreptei l, perpendicu
lare pe segmentul pi pj în mijlocul acestuia, poate fi deter-
minat semiplanul R( j):  ( ), ( , ) ( , ).i jp R j d p p d p p∀ ∈ <  

Atunci  
1,..,

( ) ( ).
j N
j i

V i R j
=
≠

=


Pentru realizarea algoritmului poate fi construit un po-
ligon R de „restrângere” a planului, astfel încât S R∈ . Cel 
mai simplu poligon R este un dreptunghi având laturile 
paralele cu axele de coordonate, determinat de punctele 
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diagonale (xmin, ymin), (xmax, ymax): 

1,...,
min ( ) 1min ii N

x x
=

= − ,
 1,...,

max ( ) 1max ii N
x x

=
= + ,

 

1,...,
min ( ) 1min ii N

y y
=

= − ,
 1,...,

max ( ) 1max ii N
y y

=
= + .

Complexitatea algoritmului direct pentru construirea 
poligonului Voronoi V(i) este 2( )O N : 

Etapa 1: Determinarea poligonului de restrângere 
necesită un număr de operaţii proporţional cu N. 

Etapa 2: Determinarea ecuaţiei dreptei l, perpendi
culare pe segmentul pi pj , necesită un număr de operaţii 
mărginit de o constantă. 

Etapa 3: Determinarea intersecţiei dreptei l cu poli-
gonul R şi restrângerea ulterioară a acestuia necesită un 
număr de operaţii proporţional cu numărul de laturi ale 
poligonului R (nu mai mare decât N).

Etapele 2–3 se repetă pentru toate punctele 
, ip S p p∈ ≠ . Prin urmare, numărul de operaţii nece

sare pentru determinarea poligonului Voronoi va fi 
proporţional cu 2N . 

Nu este eficient de a aplica direct algoritmul descris 
anterior pentru determinarea diagramei Voronoi: com-
plexitatea lui creşte până la 3( )O N .

Pentru realizarea eficientă a algoritmului de determi
nare a diagramei Voronoi se aplică tehnica divizării con-
secutive a problemei în mulţimi liniar separabile, până la 
atingerea cazurilor elementare, şi asamblarea ulterioară 
a soluţiei [12, pag. 258 – 269].     

Fie 1 2S S S= ∪  şi au fost construite diagramele Voronoi  
1 2( ), ( )DV S DV S  (fig. 5.11). Pentru „asamblarea” soluţiei 

vor fi realizate următoarele etape:
Etapa 1: Determinarea vectorilor de intrare (ieşire) ai 

lanţului de concatenare: se construiesc laturile lipsă (două 
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la număr) pentru înfă
şurătoarea convexă 
comună a  mulţimii 

1 2S S∪ , se determină 
mijloacele acestor la-
turi m1, m2. Prin punc-
tele m1, m2 se trasează 
vectorii perpendiculari 
pe laturile adăugate la 
înfăşurătoarea conve
xă. Pentru latura supe
rioară vectorul este 
orientat spre latură, 
pentru cea inferioară – 
de la ea (fig. 5.12). Din 
înfăşurătoarea convexă 
pentru 1 2S S∪  sunt 
eliminate lanţurile in-
terioare de laturi ale 
înfăşurătoarelor sepa-
rate pentru S1 şi S2. 

Etapa 2: Construirea 
lanţului de concatenare. 
Construcţia lanţului în-
cepe pe vectorul superi-
or, dintr-un punct care 
precede toate intersec
ţiile vectorului cu razele 
diagramelor construite 
anterior. 

Lanţul se trasează 
de-a lungul vectorului, 
până la intersecţia cu 

Fig. 5.13. Construirea lanţului de conca­
tenare

Fig. 5.11. Diagramele Voronoi DV(S1) şi DV(S2) 
până la concatenare.

Fig. 5.12 Construirea 
înfăşurătoarei convexe 
pentru S prin adăugarea 
laturilor. Trasarea vecto-
rilor de intrare (ieşire) ai 
lanţului de concatenare
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una din laturile diagramelor DV(S1) sau DV(S2). În punctul de 
intersecţie direcţia vectorului se modifică (fig. 5.13).

Modificarea direcţiei lanţului este determinată de modifi
carea perechii de puncte între care se trasează acesta. Fie, 
iniţial, lanţul marchează „frontiera” dintre punctele pi şi 
pj. Atingerea unei laturi a diagramelor construite anterior 
semnifică fie înlocuirea pi  prin pk (dacă latura atinsă separă 
punctul pi de pk ), fie înlocuirea pj prin pk (dacă latura atinsă 
separă punctul pj de pk). Direcţia nouă a lanţului de conca
tenare este determinată de perpendiculara pe segmentul 
ce uneşte perechea nou creată şi care trece prin punctul de 
mijloc al acestuia. Procesul ia sfârşit în momentul atingerii 
vectorului inferior al lanţului de concatenare.

Etapa 3: Modificarea laturilor diagramei (fig. 5.14). 
Laturile infinite (semidrepte) intersectate de lanţul de 
concatenare se transformă în segmente delimitate de 
originea semidreptei şi punctul de intersecţie a acesteia 
cu lanţul de concatenare, construit la etapa 2. 

Laturile finite (segmentele) îşi modifică unul din punc-
tele extreme, acesta 
fiind înlocuit prin 
punctul de intersecţie 
cu lanţul de conca
tenare. 

Laturile din DV(S1), 
situate integral în 
dreapta de lanţul de 
concatenare, şi latu
rile din DV(S2), situ-
ate integral în stânga 
acestuia, se exclud 
din diagrama finală 
pentru 1 2S S∪ .

Fig. 5.14. Concatenarea diagramelor
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Cazul elementar se obţine pentru 2 3S≤ ≤ . Proce-
sarea acestuia este realizată printr-un număr de operaţii 
mărginit de o constantă.

Divizarea consecutivă a mulţimii pentru obţinerea ca-
zurilor elementare necesită o sortare prealabilă a punc-
telor din S după abscisa lor. Complexitatea preprocesării 
este ( log )O N N . Numărul de divizări consecutive ale 
mulţimii curente în două submulţimi „aproape egale”6 
este proporţional cu log( )N . Pentru concatenarea solu
ţiilor parţiale, în cazul alegerii structurii de date adec
vate7,  este necesar un număr de operaţii proporţional cu 
numărul total de laturi din soluţiile parţiale. Deoarece 
diagrama Voronoi este o divizare planară a unei mulţimi 
din N puncte, numărul de laturi va fi proporţional cu N. 
Prin urmare, complexitatea totală a algoritmului optim 
este  ( log )O N N .   

 
5.4. Nuclee

Printre problemele geometrice de calcul se numără şi 
problema determinării nucleului po-
ligonului simplu. Nucleul unui poli-
gon simplu P este, în general, format 
din mulţimea de puncte  Q P⊆ , ast-
fel încât: 

 , , [ , ]x Q y P x y P∀ ∈ ∀ ∈ ∈ .
Cu alte cuvinte, nucleul poligonu-

lui este mulţimea de puncte ale po-
ligonului, astfel încât oricare dintre 

6 S1 “este aproape egală” cu S2, dacă 1 2 1S S− ≤ .
7 O structură optimă este lista bidirecţională a laturilor.

Fig. 5.15. Poligon simplu 
cu nucleu (partea colorată 
a poligonului)
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ele, fiind unit cu orice alt punct al 
poligonului, formează un segment ce 
aparţine în întregime poligonului (fig. 
5.15). 

Nu întotdeauna un poligon simplu 
are nucleu nevid (fig. 5.16).

Nucleul poligonului (dacă el există) 
este şi el un poligon, dar, spre deose-
bire de poligonul iniţial, este întot-
deauna convex.

Algoritmul pentru determinarea  
nucleului unui poligon simplu

Date iniţiale. Fie un poligon simplu P cu N vârfuri. 
Se consideră că poligonul este descris prin lista vârfurilor 
sale 1 2 1( , ,..., , )N Np p p p− , parcurse în direcţia mişcării 
acelor de ceasornic. Fiecare vârf pi este descris de coordo-
natele sale (xi , yi).

Algoritmul de determinare a nucleului necesită o 
construcţie secundară: un poligon convex Q care, iniţial, 
conţine poligonul P. Pentru determinarea poligonului Q  
pot fi abordate două metode: 

a)	 construirea înfăşurătoarei convexe pentru P;
b)	 construirea unui dreptunghi care conţine P.

Metoda a doua este mult mai simplă. Ea se reduce la 
determinarea, pentru coordonatele vârfurilor P, a valori
lor minime şi maxime ale abscisei şi ale ordonatei. În 
calitate de Q  poate fi considerat dreptunghiul cu vârfuri
le  max max( 1, 1)x y+ + ,  max min( 1, 1)x y+ − ,  min min( 1, 1)x y− − ,  

min max( 1, 1)x y− + . Extinderea valorilor extreme nu este o 
condiţie obligatorie.

Fig. 5.16. Poligon simplu 
fără nucleu
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După construirea poligonului Q poate fi determinat 
nemijlocit nucleul. Metoda (sau cel puţin descrierea ei în 
limbajul uman) este foarte simplă: 

Se analizează consecutiv laturile poligonului P, fiind 
parcurse în direcţia mişcării acelor de ceasornic. Latura 
curentă pi pi+1 se cercetează ca o dreaptă l. Se determină 
partea poligonului Q care se află în stânga vectorului 

1i ip p +



 şi se exclude din Q. Dacă poligonul Q este situat 
integral în stânga vectorului 1i ip p +



, cercetarea ia sfârşit – 
poligonul P nu are nucleu.

Procedeul se repetă până nu sunt analizate toate la-
turile poligonului P. 

În final, Q conţine nucleul lui P (fig. 5.17). 

Fig. 5.17. Construirea consecutivă a nucleului poligonului simplu

 
Pseudocod

Pas 1	 Iniţializare

			   La sfârşitul listei de vârfuri (după pN ) se adaugă 
vârful virtual pN+1. Se construieşte poligonul Q 
(nucleul iniţial), conform uneia din metodele de-
scrise anterior. 1.i ←  
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Pas 2	 Procesarea laturii i

			   Fie 1 2( , ,... )kQ q q q= . Pentru dreapta l ce conţine 
latura i a poligonului  P definită de vârfurile pi , 
pi+1  se determină punctele de intersecţie cu poli-
gonul  Q, precum şi laturile intersectate. Fie d1, 
d2 punctele de intersecţie a dreptei l cu Q, iar la-
turile intersectate – qj qj+1 şi qk qk+1.8 

			   a)	Se formează poligoanele 1 1 1 2( , , ... , , )j kQ d q q d+=  
  	 şi 2 2 1 1 1( , , ... , , , ... , , )k N jQ d q q q q d+= .

			   b)	Se determină *
1 2{ , }Q Q Q∈ care se află în dreapta 

 	 vectorului 1i ip p +



.

			   c) *Q Q← 	 

Pas 3	 Repetare

			   if  i N< then begin i ↑ goto pas 2 end else  
STOP – Q  este nucleul.  

Complexitatea algoritmului este 2( )O N . Se preluc
rează N laturi ale poligonului P. Pentru fiecare latură se 
verifică intersecţia cu maximum N laturi ale poligonului  
Q. Fiecare intersecţie este determinată într-un număr de 
operaţii mărginit de o constantă.

 

8 Dacă dreapta nu intersectează poligonul Q, se verifică doar poziţia Q  
faţă de 1i ip p +



. Dacă poligonul e poziţionat în stânga, nucleul final este 
vid, altfel Q nu se modifică la acest pas.
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6. Probleme geometrice de concurs 
6.1. Robot

Un robot punctiform poate executa instrucţiuni de depla-
sare în 8 direcţii (1 – nord, 2 – nord-est, 3 – est, 4 – sud-est, 
5 – sud, 6 – sud-vest, 7 – vest, 8 – nord-vest). Lungimea pa-
sului robotului este 1 pentru direcţiile 1, 3, 5, 7 şi 2   pen-
tru direcţiile 2, 4, 6, 8. Numărul de paşi efectuaţi în direcţia 
aleasă este un parametru al instrucţiunii de deplasare.

Fiind dat un set de instrucţiuni, să se determine coordo-
natele punctului final în care se va deplasa robotul. 

Astfel, pentru setul 
(1,3) (3,1) (1,1) (3,3) 
(5,2) (7,1)  coordonatele 
finale vor fi (3,2).

Să se scrie un program care, după un set de instrucţiuni, 
să determine coordonatele punctului final în care se va de-
plasa robotul. Se consideră că axa Ox e orientată spre est, iar 
Oy – spre nord. Iniţial robotul se află în originea sistemului 
de coordonate  (0,0).
Date de intrare

Prima linie a fişierului de intrare conţine numărul N – 
numărul de instrucţiuni (1 ≤ N ≤ 40). Următoarele N linii 
conţin instrucţiunile propriu-zise – numărul direcţiei (un 
număr întreg de la 1 la 8) şi numărul de paşi (un număr 
întreg de la 1 la 1000), separate prin spaţiu.
Date de ieşire

Unica linie a fişierul de ieşire va conţine două numere 
întregi x şi y, separate prin spaţiu, – coordonatele punctului 
final în care se deplasează robotul. 
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Exemple
	
	 date.in		  date.out
	 6			   3 2
	 1 3
	 3 1
	 1 1
	 3 3
	 5 2
	 7 1	
	 1
	 8 10			   -10 10

Rezolvare
program p01;
var   I,N:integer;
      D,L,X,Y:Longint;
begin
  assign(Input,’date.in’); reset(Input);
  read(N);
  X:=0; Y:=0;      {fixarea pozitiei initiale}
  for I:=1 to N do
   begin	        {modelarea deplasarii}
    read(D,L);
    case D of
     1: Y:=Y+L;	           { deplasare nord cu L}
     2: begin X:=X+L; Y:=Y+L; end; {nord-est cu L}
     3: X:=X+L;                    {est cu L}
     4: begin X:=X+L; Y:=Y-L; end; {sud-est cu L}
     5: Y:=Y-L;                    {sud cu L}
     6: begin X:=X-L; Y:=Y-L; end; {sud-vest cu L}
     7: X:=X-L;                    {vest cu L}
     8: begin X:=X-L; Y:=Y+L; end; {nord-vest cu L}
  end;
 end;
  assign(Output,’date.out’); rewrite(Output);
  write(X,’ ‘,Y);
  close(Input); close(Output);
end.
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6.2. Robot II 
Sistemul de comandă al unui 

robot care poate executa instruc
ţiuni de deplasare s-a deteriorat. 
Robotul continuă să primească 
instrucţiuni, dar le interpretează 
nu întotdeauna corect. Fiecare 
instrucţiune este un triplet de 
numere (u,vx,vy) întregi pozi-
tive. Dacă u > 90, atunci robotul 
se deplasează cu vx după axa Ox şi cu vy după axa Oy. Dacă   
u ≤ 90, robotul se deplasează pe un arc de măsura u al cercu-
lui de centru (vx,vy) împotriva mişcării acelor de ceasornic. 
Raza cercului este segmentul care uneşte robotul cu centrul 
cercului. 

Să se scrie un program care, după coordonatele iniţiale 
ale robotului şi un set dat de instrucţiuni, determină punctul 
final în care va fi poziţionat acesta.
Date de intrare

Prima linie a fişierului de intrare conţine două numere 
întregi – coordonatele iniţiale ale robotului. Următoarele 
linii conţin câte o instrucţiune, formată din trei numere 
întregi, separate prin spaţiu.
Date de ieşire

Unica linie a fişierul de ieşire va conţine două numere x 
şi y, separate prin spaţiu, – coordonatele finale ale robotu-
lui, indicate cu cel puţin 3 cifre după virgulă. 
Exemplu
	 date.in 	 date.out
	 3 2		  -0.653 15.697
	 130 4 1
	 45 1 7
	 91 0 3
	 60 0 6		



51

Copie autorizata pentru .campion

Rezolvare

program p02;
const pi=3.141592;
type point=record
           x,y : real;
     end;
 var P: point;
     alfa,xn,yn:real;

procedure move(var P:point; vx,vy:real);
 begin
  P.x:=P.x+vx;
  P.y:=P.y+vy;
 end;

procedure rotate (var P:point; u,vx,vy:real);
 var old:point;
 begin
  old:=P;
  P.x:=vx+(old.x-vx)*cos(u*pi/180)-
                  (old.y-vy)*sin(u*pi/180);
  P.y:=vy +(old.x-vx)*sin(u*pi/180)+
                  (old.y-vy)*cos(u*pi/180);
 end;

begin
  assign(input,’data.in’); reset(input);     
  assign(output,’data.out’); rewrite(output);
  readln(P.x,P.y);
  while not eof do
    begin
     readln(alfa,xn,yn);
     if alfa>90 then move(P,xn,yn) 
                else rotate(P,alfa,xn,yn);
    end;
  writeln(P.x:10:3,’ ’,P.y:10:3);
  close(input); close(output);
 end.
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6.3. Piatra

... şi unde nu porneşte stânca la vale, săltând tot mai sus de 
un stat de om; şi trece prin gardul şi prin tinda Irinucăi, pe 
la capre, şi se duce drept în Bistriţa, de clocotea apa!

Ion Creangă. Amintiri din copilărie

Piatra pornită de Ion Creangă se rostogolea în linie 
dreaptă, dărâmând totul în calea sa. Casa Irinucăi are 
mulţi pereţi, unii nimerind în calea pietrei. Fiind date 
coordonatele a două puncte prin care trece piatra şi 
extremităţile segmentelor care descriu baza pereţilor ca-
sei, să se determine câţi pereţi vor fi dărâmaţi de piatra 
în cădere. Peretele atins într-un punct extrem rămâne în-
treg.

Să se scrie un program care determină numărul de 
pereţi dărâmaţi de piatră.

Date de intrare
Fişierul de intrare date.in conţine N (N < 1000) linii a 

câte patru numere întregi. Prima linie conţine descrierea 
a două puncte prin care trece piatra, în forma x1, y1, x2, y2  
(|xi, yi|<500). Următoarele N-1 linii conţin descrierea 
coordonatelor extremităţilor bazelor pereţilor, în aceeaşi 
consecutivitate, cu aceleaşi restricţii de valori. 

Date de ieşire
Unica linie a fişierul de ieşire date.out va conţine un 

număr întreg – numărul de pereţi dărâmaţi de piatră. 
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Exemplu
	 date.in		  date.out
	 2 1 9 14		  4
	 2 4 1 8
	 1 12 3 9
	 4 14 6 11
	 7 14 9 10
	 9 14 7 16
	 6 10 8 8
	 3 6 6 6
	 4 2 4 5
	 11 10 12 14
	 8 6 10 8
	 12 8 14 4	

Rezolvare
program p03;
type point=record      x,y: real;     end;
     segment=record    e1,e2: point;  end;
var g: array[1..1000] of segment;
    l: segment;
    n,i,k: integer;
function sarrus(p1,p2,p3:point): real;
 begin    sarrus:=p1.x*p2.y+p2.x*p3.y+p1.y*p3.x
            -p3.x*p2.y-p3.y*p1.x-p1.y*p2.x;
 end;

begin
 assign(input, ’date.in’); reset(input); n:=0;
 readln(l.e1.x,l.e1.y,l.e2.x,l.e2.y);
 while not eof do
    begin
      inc(n); readln( g[n].e1.x,   
      g[n].e1.y,g[n].e2.x,g[n].e2.y);
    end;
 k:=0;
 for i:=1 to n do
 if 
 sarrus(l.e1,l.e2,g[i].e1)*sarrus(l.e1,l.e2,g[i].e2) < 0 
 then inc(k);
 assign(output, ’date.out’); rewrite(output);
 writeln(k); close(input); close(output);
end.
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6.4. Carcasa 

Fie o carcasă având forma 
unui poligon simplu. Pentru 
a fi poziţionată vertical pe o 
suprafaţă plană, carcasa trebuie 
să aibă centrul de masă situat 
strict între 2 puncte de contact 
cu suprafaţa. Centrul de masă 
este întotdeauna un punct interior al carcasei şi nu coin-
cide cu nici un vârf al ei.

Să se scrie un program care va determina numărul 
poziţiilor în care poate fi stabilizată vertical carcasa.

Date de intrare
Prima linie a fişierului de intrare date.in conţine trei 

numere întregi, separate prin spaţiu: N  – numărul de 
vârfuri ale carcasei – şi xc, yc  – coordonatele centrului de 
masă. 

Urmează N linii ce conţin câte două numere întregi xi, yi 
(–1000 ≤ xi , yi ≤ 1000), separate prin spaţiu, – coordonatele 
vârfurilor poligonului în ordinea parcurgerii lor.

Date de ieşire
Fişierul de ieşire date.out va conţine un singur număr 

întreg – numărul de poziţii în care poate fi stabilizată ver-
tical carcasa.

Restricţii
3 ≤ N ≤ 1000

–1000 ≤ xc , yc ≤ 1000 
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Exemplu
date.in		 date.out
10 6 16		 3
3 14
13 4
23 14
33 4
33 14
23 24
13 14
3 24
-7 14
-7 4	

Rezolvare  
Deoarece carcasa se sprijină pe care-

va puncte extreme ale poligonului, pro
blema poate fi divizată în două subpro
bleme relativ simple:

1)	 determinarea înfăşurătoarei  
	 convexe a vârfurilor poligonului;

2)	 verificarea dacă un triunghi are un unghi obtuz. 
Prima subproblemă este rezolvată cu ajutorul algorit-

mului descris anterior (§ 3.2).
După determinarea înfăşurătoarei 

convexe, problema poate fi reformulată 
în felul următor: 

Fie un poligon convex P şi un punct 
interior c, unit prin linii drepte cu vârfurile poligonului. În 
câte dintre triunghiurile formate înălţimea construită din 
punctul c se proiectează într-un punct interior al laturii 
poligonului care aparţine triunghiului? 

Evident, înălţimea construită din c se proiectează pe 
latură dacă niciunul dintre unghiurile alăturate laturii poli-
gonului nu este obtuz. Verificarea unghiurilor se realizează 
elementar cu ajutorul teoremei cosinusurilor. Complexi-
tatea etapei este liniară după numărul de vârfuri. 
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6.5. Turnuri
Bitlanda este o ţară care se extinde permanent, lini

ar. Frontiera ţării reprezintă o linie frântă închisă, fără 
autointersecţii. Pentru a apăra frontierele sale, după fie-
care extindere, în noile puncte extreme ale frontierei se 
construiesc turnuri de veghe. Există N turnuri de veghe, 
date prin coordonatele lor (xi , yi) – numere întregi. Regele 
Bitlandei, Bytezar, a decis sa trimită la vatră garnizoanele 
turnurilor care nu se mai află la hotarele ţării. 

Să se scrie un program care va determina câte turnuri 
vor fi lipsite de garnizoane.

Date de intrare
Prima linie a fişierului de intrare conţine un număr 

întreg: N  (1 ≤ N ≤ 10000)  – numărul de turnuri de veghe 
în Bitlanda. 

Urmează N linii ce conţin câte două numere întregi xi , yi 
(–1000 ≤ xi , yi ≤ 1000), separate prin spaţiu, – coordonatele 
turnurilor de veghe.

Date de ieşire
Fişierul de ieşire va conţine un număr întreg – numărul 

de turnuri care pot fi lipsite de garnizoane.

Exemplu
turn.in		 turn.out
10 			   5
2 1
3 4
6 3
6 6
8 5
10 3
11 7
12 6
9 11
15 8	  
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6.6.	 Atac 
Agenţia Spaţială a planetei Bitterra (ASB) a recepţionat un 

roi meteoritic, care se apropie de planetă. Fiecare stat de pe 
Bitterra a fost anunţat despre pericol şi a primit lista punctelor 
de cădere a meteoriţilor, calculate de ASB. Serviciile pentru 
situaţii excepţionale ale fiecărui stat urmează să determine 
câţi meteoriţi vor cădea pe teritoriul ţării. Frontiera oricărui 
stat de pe Bitterra este un poligon convex; meteoriţii sunt punc-
tiformi. Punctele de pe frontieră nu se consideră aparţinând 
statului. Frontiera poate conţine mai multe vârfuri consecutive 
coliniare. 

Să se scrie un program care va determina numărul de 
meteoriţi ce cad pe teritoriul unui stat dat. 
Date de intrare

Prima linie a fişierului de intrare atac.in conţine numărul 
n – numărul de vârfuri ale poligonului care descrie frontiera 
unui stat. Următoarele n linii conţin descrierea consecutivă a 
vârfurilor frontierei: fiecare linie va conţine câte o pereche de 
numere separate prin spaţiu – coordonatele unui vârf.  Urmează 
o linie care conţine un număr întreg m – numărul de meteoriţi, 
apoi m linii, care conţin câte două numere, separate prin spaţiu, 
– coordonatele punctelor de cădere a meteoriţilor.
Date de ieşire

Fişierul de ieşire atac.out va conţine un singur număr în-
treg – cel al meteoriţilor care cad pe teritoriul statului dat.
Restricţii

1.	 Coordonatele vârfurilor poligonului şi ale punctelor de 
cădere a meteoriţilor sunt numere întregi din intervalul 
[-1000000, 1000000].

2.	 3 ≤ n ≤ 20000.
3.	 2 ≤ m ≤ 20000. 
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Exemplu
atac.in		 atac.out	 	 Explicaţie
4				    2
2 4
8 4
6 8
4 6
4
3 5
4 7
5 5
6 7		

 
Rezolvare

Formularea abstractă a problemei este următoarea: 
Fie în plan un poligon convex P cu n vârfuri. În acelaşi 

plan este dată o mulţime M din m puncte. Se cere să se 
determine câte puncte din M aparţin interiorului P. 

Rezolvarea se divide în câteva etape.

1.	 Se determină un punct interior 
al poligonului de coordonate 
(xcm , ycm) (de exemplu, centrul 
de masă).

Fiind date coordonatele (xi , yi), 
1,i n= , ale vârfurilor poligonului 

P, coordonatele centrului de masă 
pot fi calculate după formula:

 
1 1, .

n n

i i
i i

cm cm

x y
x y

n n
= == =
∑ ∑

2.	 Fiind dat un punct interior (xcm , ycm) al poligonului, 
se calculează unghiurile pe care le formează cu axa Ox 
semidreptele duse din acesta prin vârfurile  (cx , cy). 
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function angle(cx,cy:real): real;
 begin
 sinus:=(cy -ycm)/ sqrt(sqr(cy-ycm)+sqr(cx-xcm));
 cosinus:= (cx -xcm)/ sqrt(sqr(cy-ycm)+sqr(cx-xcm));
 if cosinus=0 then
    if sinus>0 then angle:= pi/2 
               else if sinus<0 then angle:=3*pi/2
 else  begin
       if (sinus>0) and (cosinus>0) 
           then angle:=arctan(sinus/cosinus);
       if (sinus>0) and (cosinus<0) 
           then angle:=pi-arctan(abs(sinus/cosinus));
       if (sinus<=0)and (cosinus<0) 
           then angle:=pi+arctan(abs(sinus/cosinus));
       if (sinus<=0) and (cosinus>0) 
           then angle:=2*pi-arctan(abs(sinus/cosinus));
       end;
  end;

3.	 Pentru un punct dat al 
mulţimii M se calculează un-
ghiul format de semidreapta 
determinată de acesta şi cen-
trul de masă al poligonului cu 
axa Ox. Se foloseşte aceeaşi 
funcţie de la etapa 2.

  alfa:=angle(b[i].x,b[i].y)

4.	 Se determină latura poligonului intersectată de semi-
dreapta determinată la pasul 3. Pentru optimizarea 
acestui pas se foloseşte căutarea binară. 

	 k:=1; {determinarea vârfului cu unghi maxim}
  	while (a[k].u<=a[k+1].u) and (k<n) do k:=k+1;

      {divizarea binara}
      if (alfa < a[k+1].u) or (alfa>a[k].u) 
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			   then begin st:=k; dr:=k+1; end
			   else begin
      			   if (alfa < a[1].u) 
						      then  begin  st:=k+1; dr:=n+1; end
       				   else  begin  st:=1; dr:=k;     end;
      	 repeat
       		 mj:=(st + dr) div 2;
       		 if a[mj].u >alfa then dr:=mj else st:=mj
      	 until dr=st+1;
     end;

5.	 Se determină poziţia centrului de masă şi a punctu-
lui curent al mulţimii M faţă de latura determinată. 
Dacă sunt de aceeaşi parte, punctul curent este 
în interior. Pentru determinarea poziţiei se 

foloseşte semnul determinantului  
1 1

2 2

3 3

1
1
1

x y
x y
x y

, 

	 unde (x1, y1),  (x2, y2) sunt coordonatele vârfurilor care 
determină latura, iar (x3, y3) – coordonatele punctului 
cercetat (respectiv coordonatele centrului de masă). 

        
q:=semn(a[st].x,a[st].y,a[dr].x,a[dr].y,b[i].x,b[i].y);
p:=semn(a[st].x,a[st].y,a[dr].x,a[dr].y,xcm,ycm);
if p*q>0 then inc(s); 
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6.7. Evadare

Un grup de pinguini a decis să evadeze din grădina 
zoologică. În acest scop ei au săpat un tunel liniar. Din 
nefericire, zidul grădinii zoologice formează un poligon 
simplu cu N (3≤N≤10000) laturi, astfel încât, ieşind din 
tunel, pinguinii nu pot afirma cu certitudine dacă se află 
în interiorul grădinii zoologice sau în afara ei.   

Să se scrie un program care, după coordonatele punc-
telor extreme ale tunelului şi coordonatele vârfurilor po-
ligonului ce stabilesc perimetrul grădinii zoologice, va de-
termina dacă evadarea s-a soldat cu succes sau nu. 

Date de intrare
Prima linie a fişierului de intrare evadare.in conţine 

patru numere întregi, separate prin spaţiu, – coordonatele 
punctelor extreme ale tunelului. Următoarele linii conţin 
descrierea consecutivă a vârfurilor zidului: fiecare linie va 
conţine câte o pereche de numere, separate prin spaţiu, – 
coordonatele unui vârf.  

Date de ieşire
Fişierul de ieşire evadare.out va conţine un singur cu-

vânt: DA – în cazul în care punctul final al tunelului este 
în afara grădinii zoologice; NU – în caz contrar.

Restricţii
Coordonatele vârfurilor poligonului şi ale punctelor 

extreme ale tunelului sunt numere întregi din intervalul 
[-1000, 1000].
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Exemplu

evadare.in		 evadare.out	 	 	 explicaţie
5 3 7 7			  DA
1 2
2 6
6 4
6 7
7 5
10 4
7 2
3 1		   

6.8. Arcaşi
Secretul victoriilor faimo

sului comandant de oşti Mega-
Flop este strategia lui de 
alegere a poziţiei arcaşilor pe 
câmpul de luptă. Câmpul are 
forma unui poligon simplu şi 
e înconjurat de păduri. Mega-
Flop plasează arcaşii doar pe 
poziţii din care este văzut tot 
câmpul de luptă. Se consideră 
că arcaşii văd tot câmpul, dacă din orice punct care aparţine 
poziţiei lor de tragere se poate trage cu săgeata în orice alt 
punct al câmpului. Traiectoria săgeţii este liniară. Nimerind 
în pădure, săgeata se pierde. Pentru tragere, fiecare arcaş 
are nevoie de o unitate de suprafaţă. Astfel, numărul ma
xim de arcaşi care pot fi plasaţi pe poziţii este determinat 
de aria poligonului din care este văzută toată câmpia. 

Să se scrie un program care determină numărul maxim 
de arcaşi care pot fi plasaţi pe poziţii de tragere în câmpul 
de luptă.
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Date de intrare
Fişierul de intrare arcas.in va conţine pe prima linie un 

număr întreg N – numărul de vârfuri ale poligonului sim-
plu care descrie perimetrul câmpului de luptă. Urmează N 
linii care conţin coordonatele vârfurilor poligonului, par-
curse în sensul mişcării acelor de ceasornic, câte un vârf 
pe linie. Linia i+1 conţine două numere întregi x

i
, y

i
, 

separate prin spaţiu, – coordonatele vârfului i.

Date de ieşire
Fişierul de ieşire arcas.out va conţine un singur număr 

întreg – numărul maxim de arcaşi care pot fi plasaţi pe 
poziţii.

Restricţii
3 ≤ N ≤ 1000
0 < x

i
, y

i
 ≤ 10000

Exemplu
arcas.in  	arcas.out
9				    11
2 5
3 6
2 7
4 7
6 9
8 6
7 2
5 4
3 4	

Rezolvare 
program p68;
 type
   lat=record x,y:real; end;
   pol=array[0..1001] of lat;
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 var 
     nuc,camp:pol;
     i,nnuc,ncamp:integer;
     xint,yint:real;

 procedure init;
  var square : array[1..5,1..2] of integer;
      i: integer;
  begin 
{initializare nucleu}
  nuc[1].x:=0;  nuc[1].y:=0;
  nuc[2].x:=0;  nuc[2].y:=10001;
  nuc[3].x:=10001; nuc[3].y:=10001;
  nuc[4].x:=10001; nuc[4].y:= 0;
  nuc[5].x:=nuc[1].x; nuc[5].y:= nuc[1].y;
  nnuc:=4;

  {… si initializare poligon}
  readln(ncamp);
  for i:=1 to ncamp do readln(camp[i].x,camp[i].y);
  camp[ncamp+1].x:=camp[1].x;camp[ncamp+1].y:=camp[1].y; 
 end;

function intersect 
        (al,bl,cl,ad,bd,cd:real;i,j:integer): boolean;

{determină intersecţia dreptei şi laturii 
 + coordonate punctului de intersecţie}
begin 

{1. dreapta şi latura sunt paralele}
  if Ad*Bl=Bd*Al then begin intersect:=false; exit; end;

{2. dreapta intersectează 2 laturi adiacente în punct  
 extrem}
  if (camp[j+1].x=nuc[i].x) and (camp[j+1].y=nuc[i].y)     
   then begin 
  intersect:=true; xint:=nuc[i].x; yint:=nuc[i].y;   
  exit;
        end;
  if (camp[j].x=nuc[i+1].x) and (camp[j].y=nuc[i+1].y)  
    then begin 
          intersect:=true; xint:=nuc[i+1].x; 
          yint:=nuc[i+1].y; exit; 
         end;
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 {3. Dreapta şi latura nu sunt paralele}
  if (Ad*Bl<>Bd*Al) then
     if Al<>0 then begin
                    yint:=(Ad*Cl-Cd*Al)/(Bd*Al-Ad*Bl);
                    xint:=(-Bl*yint-Cl)/Al;
                   end
     else
          begin yint:=-Cl/Bl;
                xint:=(-Bd*yint-Cd)/Ad;
          end;
  if (((xint>=nuc[i].x) and (xint<=nuc[i+1].x)) 
     or ((xint>=nuc[i+1].x) and (xint<=nuc[i].x))) 
     and(((yint>=nuc[i].y) and (yint<=nuc[i+1].y))  
     or ((yint>=nuc[i+1].y) and (yint<=nuc[i].y)))
     then intersect:=true else intersect:=false;
 end;

function sarrus(a,b,c:lat):real;
begin
sarrus:=a.x*b.y+b.x*c.y+a.y*c.x-c.x*b.y-b.x*a.y-c.y*a.x;
end;

procedure cut(j:integer);

{ Procesează latura j a poligonului P}
 var 
     al,bl,cl,ad,bd,cd:real;
     inter: array[1..4] of lat;
     index: array[1..4] of integer;
     k,ii,i,nr:integer;
     copy: pol;
begin
 Ad:=camp[j+1].y - camp[j].y; Bd:=camp[j].x-camp[j+1].x;
 Cd:=camp[j+1].x*camp[j].y-camp[j].x*camp[j+1].y;
 nr:=0;
 for i:=1 to nnuc do
  begin
   Al:=nuc[i+1].y -nuc[i].y; Bl:=nuc[i].x-nuc[i+1].x;
   Cl:=nuc[i+1].x*nuc[i].y-nuc[i].x*nuc[i+1].y;
   if intersect(al,bl,cl,ad,bd,cd,i,j) then
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                  begin 
								        nr:=nr+1;
                   	 inter[nr].x:=xint;
                    	inter[nr].y:=yint;
                    	index[nr]:=i;
                  end;
 end;
if nr>=2 then
    begin
      if sarrus(camp[j],camp[j+1],nuc[index[1]])>=0 
then
         begin
          	ii:=1;
          	copy[1].x:=inter[1].x; 					       	  
 				    copy[1].y:=inter[1].y;
          	for k:=index[1]+1 to index[2] do
                 begin
                    inc(ii); copy[ii]:=nuc[k];
                 end;
          inc(ii); copy[ii].x:=inter[2].x; 
          copy[ii].y:=inter[2].y;
          nnuc:=ii;
          inc(ii); copy[ii].x:=inter[1].x;  
          copy[ii].y:=inter[1].y;
         end
       else
         begin
          ii:=0;
          for k:=1 to index[1] do 
               begin inc(ii); copy[ii]:=nuc[k]; end;
          inc(ii); 
          copy[ii].x:=inter[1].x;copy[ii].y:=inter[1].y;
          inc(ii); 
          copy[ii].x:=inter[2].x;copy[ii].y:=inter[2].y;
          for k:=index[2]+1 to nnuc do
               begin inc(ii); copy[ii]:=nuc[k]; end;
          nnuc:=ii; inc(ii); copy[ii]:=nuc[1]
         end;
         nuc:=copy;
    end
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     else
       if sarrus(camp[j],camp[j+1],nuc[1])>=0 then
      		  begin 
                 writeln(0); close(output); halt; 
          	end;
 end;

function area(a:pol;n:integer):real; 

{aria poligonului simplu}
 var 	s:real; 
		  i:integer;
 begin
     s:=0;
     for i:=1 to n do 
        s:=s+(a[i+1].x-a[i].x)*(a[i+1].y+a[i].y)/2;
     area:=s;
 end;

{programul principal}

begin
  assign(input,’arcas.in’); 
  reset(input);
  assign(output,’arcas.out’);
  rewrite(output);
  init;
  for i:=1 to ncamp do 
                    cut(i);
  writeln(area(nuc,nnuc));  
  close(input); 
  close(output);
end.
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6.9. Cetate
Arheologii din Bitlanda în timpul 

săpăturilor au descoperit nişte pietre 
aşezate oarecum straniu. Ei au ajuns 
la concluzia ca acestea formează frag-
mente ale unui zid circular, care încon-
jura o cetate veche.

Pentru a proteja de turişti şi de 
curioşi fragmentele descoperite, arheo
logii au decis să le înconjoare cu un gard din plasă metalică. 
Deoarece este destul de complicat şi incomod de a înconjura 
fiecare fragment, s-a luat decizia de a împrejmui toate frag-
mentele împreună.

Să se scrie un program care să determine lungimea minimă 
a plasei necesare pentru a îngrădi fragmentele zidului.
Date de intrare

Prima linie a fişierului de intrare conţine două numere: 
n (1≤n≤180) – numărul fragmentelor de zid; r (1≤r≤100) – 
raza zidului. Urmează n perechi de numere întregi, care 
descriu fragmentele de zid: a

i
, b

i
 – măsura unghiurilor 

(în grade) care descriu începutul şi sfârşitul fragmentu-
lui. Unghiurile se măsoară începând cu direcţia nord de 
la centrul cetăţii, în sens opus mişcării acelor de ceasornic  
(0 ≤ a

i
; b

i
 < 360, a

i
 ≠ b

i
). Fiecare fragment este descris 

la fel împotriva direcţiei de mişcare a acelor de ceasornic. 
Fragmentele de zid nu au puncte comune.
Date de ieşire

Fişierul de ieşire va conţine lungimea minimă a plasei 
necesare, cu trei cifre după virgulă.
Exemplu

cetate.in  	 cetate.out
2 10				   61.888
330 30
90 270	
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6.10. Druizi

Ruinele din Stonehenge se af
lă într-un loc special, unde se 
intersectează M linii energetice 
ale Pământului. Liniile energe
tice împart câmpia Stonehenge 
în sectoare. În fiecare an, în cea 
mai scurtă zi a anului, N druizi 
se adună în câmpie pentru un 
ritual, ce asigură o roadă bogată 
pentru anul următor. Pentru succesul ritualului este necesar 
ca în fiecare sector al câmpiei, delimitat de liniile energetice, 
să se afle nu mai mult decât un druid. Câmpia are forma unui 
pătrat cu centrul în originea sistemului de coordonate şi care 
are lungimea laturii 2L. Liniile energetice sunt linii drepte. 
Druizii sunt punctiformi şi nu se pot afla pe liniile energetice.

Să se scrie un program care determină dacă există sec-
toare ale câmpiei în care se află 2 sau mai mulţi druizi.
Date de intrare

Fişierul de intrare conţine câteva (cel mult 5) seturi de 
date, separate prin câte o linie ce conţine semnul #.

Prima linie a fiecărui set de date conţine numerele N, M şi 
L (1 ≤ N ≤ 1000, 0 ≤ M ≤ 1000, 1 ≤ L ≤ 2000).

Urmează N linii ce conţin câte două numere întregi x
i
, y

i
 

– coordonatele druizilor. Toţi druizii se află în interiorul câm
piei, oricare doi druizi nu coincid.

Următoarele M linii ale setului de date conţin câte un 
triplet de numere întregi a

i
, b

i
, c

i
. Numerele corespund 

coeficienţilor ecuaţiei Ai x + Bi y + Ci = 0, care descrie linia 
energetică i. Niciun druid nu se află pe o careva linie. Oricare 
două linii nu coincid. Valorile a

i
, b

i
, c

i
 nu depăşesc 10000 

după modul.
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Date de ieşire
Fişierul de ieşire va conţine pentru fiecare set de date 

cuvîntul YES, dacă există cel puţin un sector în care se 
află doi sau mai mulţi druizi, NO, în caz contrar. Fiecare 
răspuns se va scrie într-o linie aparte, în ordinea apariţiei 
seturilor de date în fişierul de intrare.

Exemplu
druizi.in		  druizi.out
3 2 3 				    YES
2 2					     NO
1 -1
-2 0
1 1 -1
0 1 -1
#
1 0 100

0 0	

Rezolvare 
Pentru implementare vor fi definite tipurile şi struc-

turile:
type pt=record x,y,a:real; T:char; 
		  end;
     dr=array[1..3003] of pt;
var
   	 d:dr;
   	 n,m,i:integer;      
   	 int,xint,r,a,b,c,ae,be,ce,de,
                        l1a,l2a,l1b,l2b,l1c,l2c: real;

Pentru citirea şi preprocesarea datelor va fi utilizată 
procedura readdata: 
procedure readdata;
begin
  readln(n,m,r);
    for i:=1 to n do
       begin readln(d[i].x,d[i].y);  d[i].t:=’L’; end;
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    for i:=1 to m do
       begin
        readln(a,b,c);
        if i=1 then begin l1a:=a; l1b:=b; l1c:=c; end;
        if i=2 then begin l2a:=a; l2b:=b; l2c:=c; end;                 
          ae:=b*b+a*a;
          be:=2*b*c;
          ce:=c*c-a*a*2*r*r;
          de:=be*be-4*ae*ce;
          if a<>0 then begin
                 inc(n);
                 d[n].y:=(-be-sqrt(de))/2/ae;
                 d[n].x:=(-b*d[n].y-c)/a;
                 d[n].t:=’D’;
                 inc(n);
                 d[n].y:=(-be+sqrt(de))/2/ae;
                 d[n].x:=(-b*d[n].y-c)/a;
                 d[n].t:=’D’;
                 end
          else begin
                 inc(n);
                 d[n].y:=-c/b;
                 d[n].x:=sqrt(2*r*r-c*c/b/b);
                 d[n].t:=’D’;
                 inc(n);
                 d[n].y:=d[n-1].y;
                 d[n].x:=-d[n-1].x;
                 d[n].t:=’D’;
                end;
       end;
end; {readdata}

În rezolvare vor fi parcurse următoarele etape:

1.	 Toate liniile se intersectează într-un punct, care trebuie 
determinat. Dacă numărul de linii este 0 sau 1, sunt 
câteva cazuri elementare, care se cercetează aparte. 
Dacă numărul de linii este mai mare sau egal cu doi, 
atunci se folosesc oricare două linii pentru a determina 
coordonatele punctului de intersecţie. 
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2.	 Druizii se află în interiorul 
pătratului cu latura 2L şi 
centul în originea sistemu-
lui de coordonate. Ei se află 
şi în interiorul cercului de 
rază 2L  şi centrul în ori
ginea sistemului de coordo-
nate. Pentru fiecare din lini-
ile energetice se determină 
punctele ei de intersecţie cu 
cercul de rază 2L  şi centrul în originea sistemului 
de coordonate. Aceste puncte se marchează aparţinând 
dreptelor (D) de separare a sectoarelor.

3.	 Originea sistemului de 
coordonate se deplasează în 
punctul de intersecţie a drepte-
lor (liniilor energetice). Apoi se 
trece la coordonatele polare 
pentru punctele ce reprezintă 
druizii şi intersecţiile liniilor 
energetice cu cercul (realizare 
– procedura movecenter).

procedure movecenter;
begin  

{se determină punctul de intersectie al dreptelor}
if l1a<>0 then 
   begin  yint:=(l1c*l2a-l1a*l2c)/(l2b*l1a-l2a*l1b);
          xint:=(-l1b*yint-l1c)/l1a;
   end
else begin  yint:=-l1c/l1b;
            xint:=(-l2b*yint-l2c)/l2a;
     end;
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for i:=1 to n do
   begin   {se transferă originea..}
     d[i].x:=d[i].x - xint; d[i].y:=d[i].y - yint;
   
{ ... si se determină coordonatele polare - unghiul!}   

   if d[i].x<>0 then
        begin 
   d[i].a:=180/pi*arctan(abs(d[i].y/d[i].x));
   if (d[i].x<0) and (d[i].y>0) then d[i].a:=180-d[i].a;
   if (d[i].x<0) and (d[i].y<=0) then d[i].a:=d[i].a+180;
   if (d[i].x>0) and (d[i].y<0) then d[i].a:=360-d[i].a;
        end
           else begin  if d[i].y> 0 then d[i].a:=90;
                       if d[i].y<0 then d[i].a:=270;
                end;
   end
end;  {movecenter}

4.	 Se sortează sistemul de puncte pi după creşterea 
măsurii unghiului format de fiecare vector iOp



 cu axa 
Ox.

5.	 Dacă după sortare există cel puţin două puncte vecine, 
reprezentând druizi, rezultă existenţa unui sector al 
câmpiei cu aceeaşi proprietate.

procedure solve;
  var vec: boolean;
begin   

{cazurile elementare...}

if ((m=0) and (n=1)) or ( (m=1) and (n=3)) 
 	 then writeln(‘NO’);
if ((m=0) and (n>1)) or ((m=1) and (n>4)) 
 	 then writeln(‘YES’);
if (m=1) and (n=4)  then
   begin 
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{se determină pozitia druizilor fata de dreapta}

if sarrus(d[3],d[4],d[1])*sarrus(d[3],d[4],d[2]) < 0
      then writeln(‘NO’) else writeln(‘YES’);
  end;
 if m>=2 then 
   begin   
{... si cazul general}
       movecenter;
       qsort(d,1,n);
       vec:=FALSE;
       for i:=1 to n-1 do
       if (d[i].t=’L’) and (d[i+1].t=’L’)  
					     then  vec:=TRUE;
       if vec then writeln(‘YES’) else writeln(‘NO’);
   end;
end; {solve} 
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Notaţii
1 2p p


				   – 	 segment orientat (vector) cu  
						      originea în punctul  p1

1{ ,..., }NS p p= –	mulţimea S, cu elementele p1, ..., pN  

|S|				    –	 cardinalul mulţimii S

i ↑ 				    –	 incrementarea valorii i cu 1
k m← 			   –	 variabilei k i se atribuie valoarea 	  	
						      variabilei m 		

[a, b]				   –	 interval cu extremităţile a, b 

abc 			   –	 triunghi cu vârfurile a, b, c

DV(S) 			   –	 diagrama Voronoi pentru mulţimea S

T(S) 				    –	 triangularizarea mulţimii S

Q(S) 				   –	 înfăşurătoarea convexă a mulţimii S

A B⇒ 			   – 	 din A rezultă B

A B⇔ 			  – 	 A este echivalent cu B

, ( )x X x X∈ ∉ – 	x aparţine (nu aparţine) mulţimii X  

{ }:x X Q∈ 	 – 	 submulţimea elementelor x din X, care  
						      satisfac condiţia Q

A B⊆ 			   – 	 A se conţine în B (A este submulţime 	
						      a mulţimii B)

qsort(A,n) 		 – 	 apel al procedurii pentru sortarea  
						      structurii de date A din n elemente
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