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Introducere

Geometria computationald constituie una din ramurile
importante ale matematicii aplicate moderne. Pornind
de la cercetarea unor elemente geometrice simple (punct,
segment, dreaptd), se ajunge la o modelare complexa a
figurilor geometrice in plan si a corpurilor in spatiul tri-
dimensional.

Algoritmii geometriei computationale stau la baza tutu-
ror aplicatiilor de proiectare si modelare grafica (aplicatii
CAD, procesoare de grafica vectoriala, aplicatii de modelare
3D). Fara ei ar fi imposibila proiectarea constructiilor ar-
hitecturale moderne, realizarea proiectelor GPS, aparitia
majoritatii absolute a produselor cinematografice de suc-
ces din ultimii ani. Enumerarea domeniilor de aplicare
poate fi continuata la nesfarsit.

Domeniul vast de aplicare si multitudinea fenome-
nelor si situatiilor reale, descrise in termenii geometriei
computationale, au impus aparitia unor probleme geome-
trice in cadrul concursurilor de programare de cele mai
diferite nivele.

Prezenta lucrare este conceputa ca un curs de initiere in
algoritmii de geometrie computationala pentru studentii
facultatilor de profil, pentru profesorii de informatica,
precum si pentru elevii claselor liceale, participanti la
concursurile nationale si internationale de programare.

Un alt scop este de a-i forma cititorului abilitati de
analiza si proiectare a algoritmilor. In acest sens, algo-
ritmii si solutiile problemelor sunt insotite de descrieri
ale structurilor de date, fragmente de cod, de calcule ale
complexitatii.
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Cu toate ca aparatul matematic necesar pentru re-
zolvarea problemelor de geometrie computationala este
relativ simplu, implementarea acestuia este insotita de
necesitatea cercetarii unui numar considerabil de cazuri
speciale. Acesta este un motiv pentru care problemele de
geometrie computationala se considera printre cele mai
dificile, in special in conditii de concurs.

Cercetarea si optimizarea solutiilor propuse pentru
unele din problemele prezente in lucrare 1i vor permite
cititorului sa capete o experienta necesara la comparti-
mentul rezolvare de probleme si, nu in ultimul rand, la
generarea testelor pentru verificarea solutiilor.

La baza lucrarii se afla o serie de articole publicate
pe parcursul ultimilor ani in revista de matematica si
informatica Delta, materiale si probleme elaborate in
cadrul gcolilor de vara la informatica (editiile anilor
2001, 2002), precum si probleme propuse la concur-
sul de pregatire continua la informatica ,.campion”
(campion.edu.ro).

Tin sa aduc sincere multumiri tuturor celor care au
contribuit la aparitia acestei carti, in special colectivului
Catedrei de Informatica si Tehnologii Informationale a
Universitatii de Stat din Tiraspol.

Ianuarie 2009 Sergiu Corlat
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1. Transformari de coordonate
1.1. Deplasari si rotatii

Rezolvarea oricarei probleme de geometrie computa-
tionala incepe (daca e necesar) cu deplasarea coordonate-
lor elementelor cercetate (de cele mai dese ori, ale puncte-
lor) intr-un domeniu potrivit al sistemului de coordonate
(de obicei, in cadranul unu). In unele cazuri, deplasarea
poate fi insotita si de rotatia sistemului de coordonate.

Fie intr-un sistem cartezian de coordonate un punct p
de coordonate (x, y). Deplasarea de coordonate de-a lungul
axel Ox cu o valoare data a implica o modificare a coordo-
natelor punctului conform formulelor:

xX'=x+a,
AY

y' =y pIx5y)
In cazul deplasdrii de-a lungul

axei Oy cu valoarea b, transformarea
de coordonate va fi data de sistemul:

x'=x, 0 7o)
y' =y+b. 0 E

Modificarea ,,combinata” a coordo- Fig. 1.1. Rotatia punctului
natelor cu a dupd axa Ox si b dupg ©uununghi @
Oy va fi data de sistemul:

x'=x+a,
y'=y+b.
Urmatorul tip de transformare este rotatia cu un unghi

@ a punctului (punctelor) fata de originea sistemului de
coordonate (fig. 1.1).
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In unele cazuri, y A
operatia poate fi re-
alizatd 1invers: prin
rotatia originii siste-
mului de coordonate L ©, 1)

- (- sin @, €os ) ¢
fata de un punct (sau
sistem de puncte) dat. (cos @, sin @)
Atunci exista patru
numere a, b, ¢, d, care
permit de a trece uni- ® (1,0)
voc coordonatele (x, y) 0 - :

A ! ’ 1 A
in (x,)"), utilizand Fig.1.2. Determinarea cuadruplului a, b, c, d fo-
sistemul de ecuatii: losind punctele (1, 0) si (0, 1)

x'=ax+by,
, (1.1
V' =cx+dy.

Pentru a determina acest cuadruplu de numere, pot fi
folosite punctele (1, 0) si (0, 1).

Se observa ca la rotatia cu un unghi ¢ punctul de coor-
donate (1, 0) trece in punctul (cos¢@,sing), iar punctul de
coordonate (0, 1) —in (—sin¢@,cos@) (fig. 1.2).

Dupa substitutia acestor valori, in calitate de coeficienti
ai sistemului (1.1) se obtine:

x'=a a=cosQ,
’ :> :
y'=c ¢ =sing.

Analog:
s {x':b {b:—sinq),
! :
y'=d d =coso.
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Astfel, sistemul de ecuatii pentru rotatia cu un unghi

¢ a unui punct arbitrar in jurul originii sistemului de co-
ordonate ia forma:

x'=xcosp— ysing,
y'=xsing+ ycoso.

In cazul in care rotatia cu unghiul ¢ a punctului de
coordonate (x, y) este efectuata fata de punctul de coordo-
nate (Xy,,), diferit de originea sistemului de coordonate,
intai se transfera originea sistemului de coordonate in

centrul de rotatie, apoi se efectueaza rotatia in jurul noii
origini a sistemului de coordonate:

{X'—xo =(x—x,)c0sp—(y—y,)sing
V' =, =(x—x))sin@+(y—y,)cos @
sau
x'=x,+(x=x,)cosp—(y—y,)sing
{y’=yo +(x—X,)sing +(y - y,)cos e

1.2. Coordonate polare

Problemele in care apare necesitatea parcurgerii unei
multimi de puncte p,,i=1,N de coordonate (x,, y) dupa
unghiurile formate de vectorii Op, cu axa Ox se rezolva

mai simplu in coordonate Ay
polare, unde fiecare punct p
este determinat de perechea (%)
(r,@), unde r este distanta r
de la punct pana la originea f
sistemului de coordonate, 1ar 0 mig
¢ — unghiul format de vecto-

e Fig. 1.3. Coordonatele polare ale
rul Op cu axa Ox (fig. 1.3). punctului de coordonate carteziene

(%, y)
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Trecerea de la coordonatele carteziene (x, y) la cele po-
lare este determinata de urméatoarele formule [1, p. 77]:

X
arctan — y>0
y
X
7 + arctan — y<0
r=yx*+y°, Q= Y
z x=0,y>0
2
3n
— x=0,y<0
5 y

1.3. Implementari

In problemele de geometrie computationala pot aparea
diferite modele de transformare a coordonatelor: deplasari
dupa o axa, deplasari combinate (dupa ambele axe), rotatii
fata de un punct, deplasari insotite de rotatii. Toate aceste
transformari presupun recalcularea coordonatelor unui
punct sau ale unui sistem de puncte.

Pentru rezolvarea eficienta a problemelor de geometrie
este foarte important de a alege corect structurile de date.
Pentru implementarea transformarilor de coordonate este
necesara descrierea unei singure structuri — punctul:

type point=record
X,y : real;
end;

Orice obiect geometric determinat de un sistem de
puncte poate fi descris cu ajutorul unui tablou unidimen-
sional sau printr-o lista alocata dinamic, cu elemente de
tip point.

10
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Procedura de deplasare a coordonatelor cu valoarea

vx dupa axa Ox si cu valoarea vy dupa axa Oy poate fi
realizata in modul urmator:

procedure move (var P:point; vx,vy:real);
begin
P.x:=P.x+vx;
P.y:=P.y+tvy;
end;

La fel de simpla este s1 o posibila implementare a rota-
tiel cu un unghi u fata de un punct de coordonate vx, vy:

procedure rotate (var P:point; u,vx,vy:real);
var

old:point;
begin
old:=P;

P.x:=vx+ (0ld.x-vx) *cos (u*pi/180)
-(old.y-vy) *sin (u*pi/180) ;
P.y:=vy +(old.x-vx)*sin (u*pi/180)
+(old.y-vy) *cos (u*pi/180) ;

end;

11
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2. Intersectii

In majoritatea proble-
melor de geometrie compu-
tationala apare in calitate de P: (%)
subproblema determinarea
coordonatelor punctului de (X 0)
intersectie a doua drepte, a @
doud segmente sau a unul g, 2.1. Definirea dreptei (segmentu-
segment gi unei drepte. Iui) prin doua puncte

P (xsp)

P (X35 )

>
>

X

Metoda folosita pentru rezolvarea acestor subprobleme
este aceeasi, cu diferente putin semnificative pentru fie-
care caz.

Atat pentru definirea dreptei, cat si pentru definirea
segmentului se vor folosi doua puncte distincte: arbitrare
(ale dreptei) sau extreme (pentru segment)(fig. 2.1).

Prin urmare, atat descrierea dreptei, cat si descri-
erea segmentului pot fi realizate de aceeasi structura de
date, care va contine coordonatele a doua puncte si, supli-
mentar, coeficientii 4, B, C ai ecuatiei generale a dreptei.
Acesti coeficienti vor fi necesari pentru calculul coordo-
natelor punctului de intersectie. Una din posibilele me-
tode de definire a acestei structuri este:

type line=record
x1l,yl,x2,y2 : real;
A, B, C : real;
end;

2.1. Intersectia dreptelor
Ecuatia generala a dreptei

Fie dreapta / determinata de punctele p, de coordo-
nate (x,,),) si p, de coordonate (x,,y,). Ecuatia dreptei

12
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ce trece prin aceste doua puncte este:

X% _ V=0
X=X V=N

(2.1)

Din aceasta ecuatie pot fi calculati coeficientii ecuatiel
generale a dreptei: Ax+By+C=0.
Prin transformari elementare din (2.1) se obtine:

(¥, =)+ y(x = x,) + (6,0, —X,,) =0. (2.2)
Din (2.2) rezulta formulele de calcul pentru coeficientii
ecuatiel generale:

A=y,-y,
B=x—x,, (2.3)
C=x—x),.

Determinarea punctului de intersectie
a doua drepte

Fie dreptele p si / determinate de perechile de puncte

P (x5, 0) 5 Py (X5,),) sirespectiv py (X, 1;), Py (X,,1,)-
Determinarea punctului ¢ de intersectie a acestor

drepte se reduce la rezolvarea sistemului de ecuatii:

Ax+By+C =0
Ax+B,y+C, =0,

unde Ax+By+C, =0 este ecuatia generala a dreptei p
si A x+B,y+C, =0 este ecuatia generala a dreptei /.
Coeficientii acestor ecuatii pot fi calculati conform for-
mulelor (2.3).

Pana la rezolvarea nemijlocita a sistemului urmeaza
sa se verifice daca dreptele p si [ sunt paralele sau coincid.

13



Copie autorizata pentru .campion
Pentru aceasta se verifica conditiile:

a) AB,=A4,B & AC, # A,C, — dreptele p si [ sunt
paralele;
b) 4B, = 4,B, & A,C, = A,C, — dreptele p si [ coincid.
Daca niciuna din conditiile precedente nu se satisface,
atunci exista un punct unic de intersectie a dreptelor p

si/, ale carui coordonate pot fi calculate dupa formulele:
a)daca 4 #0,

CIAZ _AICZ
ySUl = —’
B, A, — B A, 2.48)
B C
Xeot = lysi;—l_ 1;
1
b) daca 4, =0,
Cl
ysol = _E’
1 (2.4 b)
x __BZysol +C2
sol — A .
2

Cu ajutorul setului de formule (2.4) pot fi calculate co-
ordonatele punctului de intersectie g a dreptelor p si /.

2.2. Intersectia dreptei cu un segment

Formulele deduse in paragraful precedent permit sa
se calculeze coordonatele punctului de intersectie a doua
drepte. Cazul intersectiei a doua segmente sau a unei
drepte si a unui segment pot fi reduse la cel al intersectiei
dreptelor, dar cu verificarea unor conditii suplimentare.

Fie dreapta / care trece prin punctele p,, p, sisegmen-
tul s cu punctele extreme s, , s,.

14
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Se observa ca in cazul intersectiei dreptei / si a segmen-

tuluis, extremitatile segmentulul sunt pozitionate de parti

diferite fata de vectorul p,p, . Daca obiectele cercetate nu

se intersecteaza, atunci ambele extremitati ale segmentu-
lui se afla de aceeasi parte a vectorului p,p, (fig. 2.2).

Ay Ay

Si
Si
A

2

P P
P Sy D

»
>

(0 x 0] B

\/

Fig. 2.2. Pozitia segmentului fata de dreapta

Pozitia punctului fata de un vector

Fie vectorul p,p, de coordonate (x,,y,), (x,),) si
punctul s de coordonate (x;,y;).

Pentru a pozitiona punctul s fatd de vectorul p,p,,
poate fi folosit urmatorul determinant [12, p. 60]:

X, ¥, |1
A=|x, »y 1.
X,y 1

Determinantul este pozitiv, daca punctul s este situat
in semiplanul drept fata de vectorul p,p, ; este nul, daca
punctul s apartine dreptei determinate de acest vector;
este negativ, daca s este situat in semiplanul stang.

O realizare posibila a functiei de calcul al determinan-
tului este urmatoarea:
function sarrus(pl,p2,p3:point ): real;

begin sarrus:= pl.x*p2.y+p2.x*p3.y+tpl.y*p3.x
—p3.x*p2.y-p3.y*pl.x-pl.y*p2.x;
end;

15
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EXpI‘eSia Sarrus (p2,pl,sl) *Sarrus (p2,pl,s2) va avea
valoare: pozitivad, daca dreapta / si segmentul s nu se in-
tersecteaza (ambele extremitati ale segmentului sunt
situate de aceeasi parte a dreptei, valorile determinantu-
lui sunt de acelasi semn); nula, daca cel putin una dintre
extremitati apartine dreptei (pentru extremitatea segmen-
tului care apartine dreptei, determinantul este egal cu 0);
negativa, daca dreapta [/ si segmentul s se intersecteaza
(extremitatile segmentului sunt situate de parti diferite
ale vectorului, valorile determinantului au semne dife-
rite).

Prin urmare, daci pentru dreapta / determinata de
punctele p, si p, sisegmentul s cu extremitatile s, si s,
expresia Sarrus (p2,pl,sl) *Sarrus (p2,pl,s2) are valoare
negativa, atunci dreapta / si segmentul s se intersecteaza,
iar coordonatele punctului de intersectie pot fi calculate
conform formulelor (2.4).

Daca valoarea expresiei este nula, se verifica nemijlocit
care dintre extremitatile segmentului apartine dreptei. In
cazul in care ambele extremitati ale segmentului apartin
dreptei, intreg segmentul este continut de aceasta.

2.3. Intersectia segmentelor

Fie segmente s si p cu extremitatile s,, s,, respectiv
P, P,. Pentru simplitate se va considera ca segmentele
nu apartin aceleiasi drepte si nu sunt paralele (cazurile
date pot fi verificate cu ajutorul preconditiilor pentru for-
mulele (2.4)).

Segmentele se vor intersecta numai daca

Sarrus(p2,pl,sl) *Sarrus (p2,pl,s2) <0 Si

Sarrus(s2,sl,pl) *Sarrus(s2,sl,p2) <O0.

16
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3. Infaguratoarea convexa

Problema determindrii infasu-
ratoarei convexe este una dintre
problemele centrale ale geometriei
computationale. Ea apare atat in
cadrul unor aplicatii economice, fi-
nanciare, ecologice, arhitecturale,
cat si in probleme geometrice ana-

litice. Fig. 3.1. Infasuratoarea
Notiunea de infaguratoare con- C°”V?X""a“”e' multimi de
puncte

vexa in plan este intuitiv simpla:
pentru o multime S de puncte ale planului, infaguratoarea
convexd ((S)este multimea de varfuri ale poligonului'
convex cu cea mail mica arie, care contine toate punctele
multimii S. infésurétoarea convexa poate fi modelata cu
ajutorul inei benzi elastice, intinse in jurul multimii S. La
eliberare, banda elastica va repeta conturul infasuratoarei
convexe (fig. 3.1).

3.1. Algoritmul elementar

Fie multimea de puncte din plan S ={p,,..., py}. Fie-
care element p, al multimii este descris prin coordonatele
sale carteziene (X;,¥;). O metodd intuitiva de determina-
re a infasuratoarei convexe presupune eliminarea din
multimea initiala a tuturor punctelor ei interioare.

! Poligon — figurd geometrica plana, inchisi, formatéd dintr-un numaér
finit de segmente, numite laturi. Aici i in continuare prin poligon se va
intelege frontiera acestuia in reuniune cu interiorul sau. Poligonul P
este convex, daca Vx,,x, € P,[x,,x,]€ P. Poligonul P este simplu, daca
laturile lui se intersecteaza doar in extremitatile lor.

17
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Algoritmul elementar se bazeaza pe doua afirmatii
simple:

a) infaguratoarea convexa a unei multimi de puncte
S este formata din punctele extreme ale multimii S;

b) un punct p€S nu este un punct extrem daca si
numai daca exista cel putin un triunghi, determinat
de punctele p,, p;, p, €S, astfel incat p sa-1 apartina
(fig. 3.2).

In baza acestor afirmatii, punc- °
tele interioare ale multimii se ex- o o |e
clud prin cercetarea apartenentei D hd
fiecarui punct la fiecare triunghi
generat de punctele multimii. Atat ¢ *
pseudocodul, cat si implementarea
algoritmului sunt extrem de sim-

ple: Fig. 3.2. Determinarea unui
punct interior

Pseudocod

Pas1l C<« S

Pas 2 Pentru toate punctele p €S
Pentru toate punctele p;, €S, p;, # p,
Pentru toate punctele p, €S, p, # p;, p, # p;
Pentru toate punctele
PES, PFEPHP# PP F Dy

if pelp,p;p, then C<«C/{p}

18
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Apartenenta punctului la un triunghi

Conditia p € Ap,p,p, poate fi verificatd prin determi-
narea pozitiei punctului p fata de fiecare din vectorii p,p;,
P;Py» Pp; - Dacé semnul valorilor returnate la apelurile

ﬁlnctieisarrus(p;,p],p), sarrus(pf,pk,p), sarrus(p,,pP;,P)
este acelasi, atunci p € Ap,p;p, . Prin urmare, verificarea
apartenenteil punctului la un triunghi poate fi realizata
intr-un numar de operatii marginit de o constanta.
Instructiunile ciclice din pasul 2 al algoritmului gene-
reaza un numar de operatii proportional cu N*, ceea ce de-
termina si complexitatea finala a algoritmului — O(N*).

Implementare
Structura de date utilizata pentru determinarea infasu-
ratoarel convexe este un tablou de elemente, fiecare din-
tre ele fiilnd un articol cu trei componente: coordonatele
punctului si marcajul (0 — punct extrem, 1 — punct interi-
or), care specifica apartenenta la infaguratoarea convexa:
type point=record
X,y,int: integer;
end;
Verificarea daca punctul apartine la un triunghi este
realizata de functia apart:
function apart(l,i,j,k:integer) : boolean;

var kl1,k2,k3: real;
begin apart:=true;

kl:=sarrus(alil,aljl,alll);
k2:=sarrus(alj]l,alk]l,all]);
k3:=sarrus(alk],ali],all]);
if (k1*k2 <0 ) or (k1*k3<0) or (k2*k3<0)

then apart:=false;

end;

19
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Aplicarea marcajelor este realizata in fragmentul:

for i:=1 to n-2 do
for j:=i+l1 to n-1 do
for k:=j+1 to n do
for 1:=1 to n do
if (1<>i) and (1<>j) and (1<>k) then
if apart(l,i,j,k) then a[l].int:=1;

Afigarea coordonatelor punctelor care formeaza infasu-
ratoarea se realizeaza prin verificarea marcajelor:
for i:=1 to n do if a[i].int=0
then writeln(ali].x, ' ",ali]l.v);
Algoritmul descris, desi este unul polinomial, nu este
cel mai eficient pentru determinarea infaguratoarei con-
vexe a unei multimi de puncte.

3.2. Algoritmul Graham

Unalgoritm eficient pentrudeterminarea infaguratoarei
convexe a fost propus de R. L. Graham in 1972. Algorit-
mul se bazeaza pe determinarea unui punct interior al
multimii S, deplasarea in el a originii sistemului de coordo-
nate si sortarea celorlalte
puncte p ale multimii
dupa maéasura unghiu-
lui format de vectorul
0—pl_ cu axa Ox. Dupa
sortare, punctele din S
sunt plasate intr-o lista
bidirectionala, circulara.
La urmatoarea etapa se
parcurge lista formata,
pornind de la punctul
de abscisd minima (fig.

inceput Directia de parcurgere
Fig. 3.3. Parcurgerea listei de puncte con-

form algoritmului Graham (punctele p,, p,,
3.3). Acesta este un punct p, marcheaza tripletul curent)

20
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care, in mod cert, apartine infisuratoarei convexe. La
fiecare ,moment” al parcurgerii se cerceteaza un triplet
de elemente® consecutive ale listei Py, P,,P;. Cercetarea
este realizata prin verificarea pozitiei punctului p, fata
de vectorul p,p; .

Pozitionarea in semiplanul stang stabileste p, ca fiind
un punct interior al multimii. In acest caz, p, este exclus
din lista, iar tripletul care urmeaza sa fie cercetat devine
Po> P1> Ps (P, — elementul precedent pentru p, ).

Pozitionarea in semiplanul drept stabileste p, ca fiind
un punct posibil al infisurdtoarei convexe. In acest caz,
P, este pastrat in listd, iar tripletul care urmeaza sa fie
cercetat devine p,, p;, P, (p,—elementul urmator pentru
D3). Parcurgerea 1a sfarsit cand se revine in punctul de
unde a inceput.

Pseudocod

Pas1 Se determini un punct interior z, z€S.

Pas 2 Se transfera originea sistemului de coordonate in
punctul z.

Pas 3 Se determind coordonatele polare (7,¢) ale fieca-
rul punct pe€S, p#z, apol se sorteazi dupa
cresterea @ (pentru punctele cu unghiuri congru-
ente sortarea se efectueaza dupa cresterea r).

Pas 4 Se formeaza o lista bidirectionala, circulara, ale
carei elemente sunt punctele sortate (Q).

Pas 5 Se stabileste p, — punctul de abscisd minima (in
sistemul cartezian de coordonate). p <— p, .

Pas 6 Cattimpla p, nuseajunge prin migcari inainte”,
se repeta:

2Fiecare element al listei descrie un punct al multimii S.
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a) Se considera tripletul p <« p, p, < plurm],
Ps < p,lurm].

b) paca p, e pozitionat in semiplanul drept fata
de vectorul pP,p;, atunci se efectueaza miscarea
Jnainte”: p < plurm], altfel p, se exclude
din lista Q si se efectueaza miscarea ,inapoi’:

p < plprec].
Pas 7 (Q —infasuratoarea convexa.

Complexitatea algoritmului este O(NlogN) si e
determinata de complexitatea pasului 3 — sortarea punc-
telor dupa unghiul ¢ . Pasgii 1, 2, 4, 5 au o complexitate
liniara. Aceeasi complexitate o are si pasul 6 — la fiecare
,2moment” fie este eliminat un punct, fie se realizeaza
un pas inainte. Numarul de operatii pentru verificarea
pozitiei punctului p, este marginit de o constanta.

Modificarea Andrew

Modificarea Andrew a algoritmului Graham are
drept scop omiterea determindrii punctului interior z, a
deplasarii originii sistemu-
lui de coordonate si a calcu-
lului  coordonatelor polare.

La baza variantei Andrew

sta urmatorul principiu: par-

tea superioara (dupa y) a P
infasuratoareli convexe este

bombata (in sus) pentru ori-

care 3 puncte consecutive ale =,

sale, cea inferioara — bombata

in jos (fig. 3.4). Fig. 3.4. Construirea infasuratoarei
convexe. Modificarea Andrew pentru
algoritmul Graham
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Pseudocodul algoritmului are urmatoarea forma:

Pas1 Se determina doua puncte extreme p_., p... €S
de abscisa minim4a (respectiv maxima).

Pas 2 Se separa S in SSup si S, . dupa pozitia punctelor
din multimea initiala fata de vectorul p_. p, .
SSup va fi formata din punctele extreme si cele din
stanga vectorului, S . — din punctele extreme si
cele din dreapta vectorului.

Pas 3 Se sorteaza Ssup, S. . dupad cresterea abscisei.

Pas 4
a) Se verifica toate tripletele de puncte consecutive
Pi> Piss Pisa € Sy » POrnind de la p
Daci P, este pozitionat in stanga vectorului

min®

D.D.., » atunci se executd miscarea ,inainte”, al-
tfel — miscarea ,inapoi’. La atingerea p__, punc-
tele rimase in Ssup formeaza partea superioara a
infasuratoarei convexe.

b) Se verifica toate tripletele de puncte consecutive
D> Pisi> Pivs € Sy » pornind de la p

min °

Dacid P, este pozitionat In dreapta vectorului
D:D;., , atunci se executa migcarea ,inainte”, alt-
fel — migcarea ,inapol”. La atingerea p_ , punc-
tele ramase in S, . formeaza partea inferioara a
infidsuratoarei convexe.

Pas5 Q< §,US,,.

In cele ce urmeaza este propusa o realizare a acestui
algoritm. Se presupune ca punctele sunt date prin coordo-
natele lor — numere intregi. Sortarea este realizata de pro-
cedura gsort (descrierea si implementarea poate fi gasita,
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de exemplu, in [7, 303]). Pozitia reciproca a punctelor este
determinata de functia sarrus, descrisa anterior.

Structurile de date:

drag — multimea S
sus, jos — multimile § , S

4 sup’ inf
n - 1S

procedure conv;
var minx,maxx:longint;
j, imin, imax,i, nsus, njos: integer;
rem: boolean;
pl,p2,p3:nod;
begin
{1. determinarea extremelor dupa x}
minx:=drag[l].x; maxx:=drag[l].x;imin:=1; imax:=1;
for i:=2 to n do
if drag[i] .x< minx then
begin minx:=drag[i].x; imin:=i; end
else if drag[i].x>maxx then
begin maxx:=drag[i].x; imax:=1i; end;

{2. separarea in submultimi}
nsus:=1; njos:=1;
sus[1l] :=drag[imin]; jos[l]:=drag[imin];
for i:=1 to n do
if not (i in [imin, imax])then
if sarrus(drag[imin],drag[imax],drag[i]) <0

then
begin inc(njos); Jjos[njos]:=drag[i]; end
else
begin inc(nsus); sus[nsus]:=drag[i]; end;

inc (nsus) ;sus[nsus] :=drag[imax];
inc (njos);jos[njos] :=drag[imax];

{3. sortarea subseturilor }
gsort (sus,2,nsus-1);
gsort (jos,2,njos-1);

{crearea infasurdtoarei convexe}
{4. sus}
repeat
rem:=false; 1:=2;
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while i<nsus do

begin
pl:=sus[i-1]; p2:=sus[i]; p3:=sus[i+l];
if sarrus(pl,p3,p2)>0 then i:=i+1
else begin
rem:=true;
for j:=i to nsus-1 do
sus([j]:=sus[j+1];
dec (nsus) ;
end;
end;
until not rem;

{si jos}
repeat
rem:=false; 1i:=2;
while i<njos do
begin
pl:=jos[i-1]; p2:=jos[i]; p3:=jos[i+l];
if sarrus(pl,p3,p2)<0 then i:=i+1
else begin
rem:=true;
for j:=1i to njos-1 do
jos[jl:=jos[j+1];
dec (njos) ;
end;
end;
until not rem;

{5. asamblarea}
for i:= nsus-1 downto 2 do
begin
inc (njos);
jos[njos]:=sus[i];
end;
drag:=jos; n:=njos;
end; {conv}

La finalul executiei procedurii punctele care formeaza
infaguratoarea convexa vor fi stocate in structura de date

jos.
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4. Triangularizari

Din punct de vedere geo-
metric, triangularizarea 7(S)
a multimii de puncte S este
o divizare a Infasuratoarei
convexe ((S) in triunghiuri.
Suplimentar, se vor respecta
conditiile:

a) varfri ale triunghiurilor

pot fi numai puncte
din S: Fig. 4.1. Triangularizarea unei mul-
’ ... timide puncte
b) toate punctele multimii

S vor fi utilizate in calitate de varfuri (fig. 4.1).

4.1. Un algoritm greedy
pentru multimi de puncte

Fie multimea de puncte S si N=|S|. Fiecare punct p € S
este descris prin coordonatele sale carteziene (x,y). Tri-
angularizarea T(S) poate fi cercetata ca un graf planar cu
multimea de noduri S. Prin urmare, numarul de laturi
M in § este proportional cu N (conform formulei Euler,
M <3N -6).

O solutie simpla in plan este generarea tuturor seg-
mentelor posibile cu extremitati in S, sortarea lor dupa
lungime, apoi adaugarea consecutiva in triangularizare.
In proces se verifica daci latura curentd intersecteaza la-
turile adaugate anterior. Daca intersectiile lipsesc, latura
este adaugata, in caz contrar, se trece la cercetarea laturii
urmatoare.
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Numarul total de laturi posibile pe punctele din § este
N? / 2. Fiecare latura poate fi cercetata ca un segment de-
scris prin extremitatile sale:
type segment=record

pl,p2:nod; l:real;
end;

Prin urmare, verificarea intersectiei laturilor poate fi
realizata folosind o proceduri identicd cu procedura de
verificare a intersectiei segmentelor (§ 2.3).

Function intersect (A,B: segment): boolean;
Begin

if sarrus(A.p2,A.pl,B.sl)*sarrus(A.p2,A.pl,B.s2) <0

sarrus (B.s2,B.sl,A.pl)*Sarrus (B.s2,B.s1,A.p2) <0

then
intersect:= true else intersect:= false

and

End;

Calculul distantei® dintre doud puncte p,, p; € S (lungi-
mea laturii) poate fi realizat printr-o functie elementara:

Function distant (p[i],p[Jj]: nod): real;
Begin
distant:=
sgrt(sqgr(p[i] .x-p[Jj].x)+ sqr(pli]l.y-plJjl.v));
End;
Pseudocod

Pas1l m <« 0

Pas2 for i < 1 to N do

for j < 1+i to N do
Begin mT
Latura[m] .l <€ distant(pl[i]l,pl[]j])
Latura[m].st <— pl[i]
Latura([m] .fin 4— p[j]
End;

Pas 3 gsort (Latura,m),

 Pentru doud puncte a, b date prin coordonatele (X,>¥,) (X, ¥;),

d(a,b) =+ B

2
X, = x| +

Vo= Wb
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Pas4 k<0
Pash for i < 1 to M do
begin
z €— false

for j <« 1 to k do
if intersect(Laturali],Triang[]j])

then z < true

if NOT z then
begin

kT; Triang[k] <— Laturali]

end;
end;

Numarul total de laturi generate este proportional

cu N’. Sortarea lor va necesita un numir de operatii
proportional cu N?log(N) . Complexitatea pasului 5 este
determinata de numarul de verificari ale intersectiilor,
care nu depiseste N’. Prin urmare, complexitatea algo-
ritmului greedy este O(N”), ceea ce lasd de dorit pentru

valori mari ale lui1 N.

4.2. Triangularizarea poligoanelor convexe

Este o problema elementara, care poate fi rezolvata in

timp liniar.

Fie P un poligon convex, dat
prin lista varfurilor p, ... ,p in
ordinea parcurgerii lor. Pentru
a construi o triangularizare in
P, este suficient s fie constru-
ite segmentele diagonale p,p;,
vy DiPyo (fig. 4.2). Numarul
diagonalelor este proportional
cu N (numarul de varfuri ale
poligonului). Construirea unei

diagonale necesitd un numar
28
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constant de operatii. Triangularizarea poligonului convex
poate fi utila pentru calculul ariei lui. Aria poligonului este
egala cu suma ariilor triunghiurilor din triangularizare.

4.3. Triangularizarea poligoanelor simple
Metoda greedy

In cazul poligoanelor simple nu este posibil de a realiza
direct metoda din compartimentul precedent, deoarece
apar doua conditii suplimentare care trebuie verificate:

1) apartine oare latura curenta poligonului sau exte-

riorului poligonului triangularizat;

2) laturile care formeaza frontiera poligonului urmea-

za sa fie incluse in triangularizare indiferent de locul
ocupat in lista distantelor.

Verificarea primei conditii este echivalenta cu verifica-
rea apartenentei mijlocului laturii la poligon. Algoritmul
care rezolva aceasta problem4 este prezentat in § 5.1.

Problema a doua se rezolva elementar: prin includerea
laturilor ce formeaza frontiera P in inceputul listei care
descrie triangularizarea.

Fie P un poligon simplu, dat prin lista de varfuri
D,s - Py In ordinea parcurgerii lor. Algoritmul greedy va
fi descris de urmatorul pseudocod:

Pasl m<« o

Pas2 fori < 1toNdo
for ] < 2+i toNdo
Begin

m
Latura[m] .l <— distant(pl[i]l,p[]])
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Latura[m].st < pl[il
Latura[m] .fin <— pl[J]

End;

Pas 3 gsort(Latura,m);

Pas4 for i < 1 to N-1 do
Begin
Triang[i].st <— pli]
Triang[i] .fin <— p[i+1]
End;
Triang[N].st <— pI[N]
Triang[N].fin <4— p[l]

k €« N
Pasb for i < 1 to M do
Begin
z 4— false

for j < 1 to k do
if intersect(Laturali],Triangl[]j])
then z < true
if NOT z then
Begin
%,y <€— middle(Latural[i])
if apart(x,y,P)then
Begin
kT; Triang[k] <— Laturali]
End;
End;
End;

Calculul coordonatelor mijlocului segmentului necesita
un numar constant de operatii:

Procedure middle (a: segment; var x,y:real);
Begin
x:=(a.st.x+ a.fin.x)/2; y:=(a.st.y+ a.fin.y)/2;

End;

Verificarea apartenentel unui punct la un poligon are o
complexitate liniara fata de numarul N de laturi ale aces-
tuia. Prin urmare, complexitatea pasului 5 si complexi-
tatea totalda a algoritmului raméne aceeasi ca si pentru

algoritmul descris in § 4.1.
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5. Apropiere si apartenenta

Capitolul este consacrat analizei unor probleme geome-
trice in plan: determinarea celei mai apropiate perechi de
puncte, apartenenta punctului la un poligon, constructia
poligoanelor cu proprietati prestabilite. Solutiile directe ale
acestor probleme sunt relativ simple, dar nu si optime.

5.1. Cea mai apropiata pereche de puncte

Fie in plan o multime de

puncte S = {sl,...,sN}. Se cere
sa se determine o pereche de .

puncte (fig. 5.1) S:,S;,i ] 1
d(si,sj):i:r}}}’r%] d(s;,s;). ?
Jhe N !

i#j °
Calculul direct al tuturor : . @
distantelor dintre N puncte o
necesita un numar de operatii °

proportional cu N? : Fig. 5.1. Cea mai apropiatd pereche
’ de puncte

indexl <4— 1; index2 <— 2;
min <— distance (Sl, Sz);
For i<—1 to N do
For j<—1+i to N do
If distance (Sl., S) < min then
Begin
min <— distance (Sl., S)
indexl <— 1i; index2 <— 3J;
End;

Acelasi rezultat poate fi obtinut intr-un timp mai re-

strans, folosind algoritmul optim cu o complexitate de
O(NlogN).
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Algoritmul optim

Pentru a determina in
timp optim cea mai apro- S LS,
piata pereche de puncte,
poate fi folositd tehno-
logia recursiva desparte si 1 1
stapaneste. Ideea majora ' I
este divizarea, la fiecare . =

. ... Fig. 5.2. Divizarea multimii in submultimi
pas recursiv, a multlmll separabile fatd de dreapta / pentru re-
initialein doud submultimi zolvarea recursiva a problemei ,cea mai
liniar separabile si rezol- apropiatd pereche de puncte”
varea problemei pe fiecare
submultime in parte (fig. 5.2).

Cazul elementar, care permite calculul direct al solutiei,
este multimea formata din doua sau trei puncte. Numarul
de operatii la acest pas este constant. Specificul problemei
consta in determinarea solutiei optime la etapa de asam-
blare: avand doua submultimi S, s1 §,, cea mai apropiata
pereche de puncte in S, US, poate si fie determinatad de
o pereche s',s":5'€S,,s"€S,. Se poate demonstra ca, la
etapa asamblarii solutiei, numarul necesar de verificari la
fiecare nivel este liniar fata de numarul de puncte din mul-
timile asamblate. Numarul de divizari consecutive ale mul-
timii in submultimi,balansate” nu va depasi log(N) . Daca
numarul de operatii necesare pentru determinarea solutiei
la un nivel de asamblare este proportional cu N, com-
plexitatea finala a algoritmului va fi O(Nlog N). Pentru
solutionarea optima a problemei este necesara o preproce-
sare a multimii: sortarea punctelor dupa abscisa (se obtine
sirul sortat X) si sortarea punctelor dupa ordonata lor (se
obtine sirul sortat Y). Avand complexitatea O(N logN),
sortarea nu modifica complexitatea finala a algoritmului.

S Y
——t el e e g

)
|
|
1

1
|
1

3 Sy Ss S 7 85 Sy

F———— —e

>

@

4+ Numarul de elemente din fiecare submultime diferad cu cel mult 1.
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Fie la un nivel de divizare multimea S, sirul X al ele-
mentelor din S sortate dupa abscisa x, sirul Y cu elemen-
tele S sortate dupa ordonata y.

Aparent, procesul de asamblare a solutiei la un nivel
dat are o complexitate O(N?): maxim N puncte in S, si
maxim N puncte in §,, dintre care urmeaza sa fie calcu-
late distantele. In realitate,
numarul de operatii este

18131
mult mai mic. S DN DU
Fie S a fost divizat in — ** AN ENEY
submultimile S, si §,, pe e
care au fost determinate * i : : 1
distantele minime 6, si 1 L

0,, precum si perechile
respective de puncte. Se
considera 6 =min(9,,0,)
(fig. 5.3).

Pentru determinarea solutiei optime pe S,U.S, este
necesar de a cerceta doar punctele situate in fagia de
latime 0 de la dreapta [/ care separd submultimile. Cele-
lalte puncte din submultimi se afla, evident, la o distanta
mai mare decat & unul de altul si nu pot imbunatati
solutia. Aceastd restrangere nu garanteaza efectuarea
unui numar liniar de operatii,
deoarece pentru un punct cer- s
cetat s €S, in fasia 0 poate fi un
numar de puncte proportional cu
|Sz| . O analiza mai detaliata per-
mite excluderea din cercetare a
tuturor punctelor care se afla in
exteriorul dreptunghiului de di-
mensiunile §x20, asociat pun-
ctului s (ﬁg‘ 5_4)_ Numarul de Fig. 5.4. Zona de cercetare in
puncte ale multimii §, care se pot S,pentru un punctdat s € S,

Fig. 5.3. Determinarea punctelor poten-

tiale pentru solutia pe S, U S,

[y

=]

A Sz

I
I
]
|
|
|
i /
|
|
|
|

,4_15

«—> ¢

p & |

N

>
>
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afla in aceasta zona nu poate fi

I 1
mai mare decat 6. Prin urmare, IT ' ? I 5 5
numarul de verificari la etapa de ! i
asamblare nu va depasi 6NV. T | I 5
Folosind sirurile X si Y, se 1T |

formeaza sirul Y', care contine — e >je>
punctele din S situate in fasia
[[-6,]+68], sortate dupa y —

multimea puncielor care pot 8,55, M dener
imbunatati solutia. Pentru fie- distanta minima nu depaseste 9
care element din Y' se calcu-

leaza distantele doar pana la urmatoarele 8 elemente: ele
reprezintd (in cel mai rau caz) simetric 6 puncte din S,
plus 6 puncte din S minus 3 puncte care coincid, minus
punctul cercetat (fig. 5.5).

\ 4

Pseudocod
Preprocesare
X <« S, sort(X) {sortare dupa x}

Y <« §, sort(Y) {sortare dupa y}

Procedure apr2p(S, X, Y)
If |S|Z4 then
begin formeaza S,,S,,X,,X,,Y,Y,
0 < min (apr2p( S|, X|,Y),apr2p( 3,,X,,1,))
formeaza Y’
fori < 1to Y’ do
for j €<~ 1 to 8do
if distance( Y'[i], Y'[iH]) < O
then O <« distance ( Y'[i], Y’ [i+]])
return O

end else return distanta minima in § {calculata direct}
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5.2. Apartenenta punctului la un domeniu

Apartenenta punctului la un poligon convex

Problema determinarii apar- 54
. . . ®
tenentei unui punct la un poli-
gon convex este una simpla si
poate fi rezolvata cu ajutorul al-
goritmilor cercetati anterior. Se
observa usor (fig. 5.6) ca pozitia
unui punct interior fata de fie-
care din vectorili determinati de
varfurile consecutive ale poli-
lui " . . 1 Fig. 5.6. Punctele interioare sunt
gonulul este una §1 aceeasl — 1a plasate de aceeasi parte a vecto-
dreapta, daca varfurile sunt par- rilor determinati de varfurile con-
in di H s e 1 secutive ale poligonului, pozitia
curse in H:ec,la. migcarilt acelor  ceor exterioare poate varia.
de ceasornic, si la stanga, in
cazul parcurgerii varfurilor in
directie opusa.

Pozitia punctului s fatd de un vector p,p, poate
fi determinata in timp constant (§ 3.1). Prin urmare,
complexitatea algoritmului este proportionala doar cu
numarul de laturi ale poligonului. Fie punctul s de coor-
donate (x_, y) si poligonul convex P=(p,,p,,...,py) cu
N laturi, descris prin lista varfurilor parcurse consecutiv
(coordonatele varfurilor sunt stocate in tabloul liniar de
articole p cu campurile x si y). Pentru a simplifica imple-
mentarea, in lista de varfuri ale poligonului este inclus un
varf virtual py,, < P;.

p:

Ps

Ps

function apart : boolean;
var i : integer;
function verific punct(xl,yl,x2,y2,x3,y3:real) :boolean;
begin
if x1*y2+x2*y3+yl*x3-x3*y2-x2*yl-y3*x1 > 0 then
verific punct:=true else verific punct:=false;
end;
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begin {apart}
apart:=true;
for i:=1 to N do
if not
verific punct(p[i].x,p[i].y,p[i+1].x,p[i+1l].y,5.%X,5.¥)
then apart:=false;
end; {apart}

Apartenenta punctului la un poligon stelat
Fie un poligon arbitrar P
P=(p,p,,....,py) cu N laturi.
Daca in P exista un punct interi-
or ¢, astfel incat toate intervalele
[C,pl],[C,pz],...,[C,pN] apartin P+
integral P, poligonul se numesgte
stelat (fig. 5.7).
In cazul in care punctul in-

Ds
terior ¢ este cunoscut apriori, Fig.5.7. P - poligon stelat

determinarea apartenentei unui

punct arbitrar s la poligonul P se reduce la verificarea
existentei unui triunghi® acp,p,,,, i =1, N , care si contina
punctul s in calitate de punct interior.

Numarul triunghiurilor este N, numarul de operatii
necesare pentru verificarea apartenentei punctului la
interiorul unui triunghi este marginit de o constanta. Prin
urmare, complexitatea determinarii apartenentei punctu-
lui la un poligon stelat va fi O(N) in conditia ca punctul
¢ este cunoscut.

Apartenenta punctului la un poligon simplu

Problema apartenentei unui punct s la un poligon sim-
plu P poate fi rezolvata prin triangularizarea P si prin

°Varful p, ., este unul virtual si coincide cu p,.
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verificarea ulterioara a apartenentei s la unul din tri-
unghiurile formate in procesul triangularizarii.

Un algoritm mai eficient este bazat pe numaéararea
intersectiilor ale dreptei orizontale [/ care trece prin
punctul dat s cu laturile poligonului P (fig. 5.8). Se va cer-
ceta partea dreptei spre stanga
de s. Pentru latura curenta se
determina:

* pozitia punctului fata de

aceasta;

* intersectia laturii cu semi-
dreapta /.
Daca numarul intersectiilor
spre stanga de s este impar,
o A . . Fig. 5.8. Numarul de interseciii
punctul se afld in interiorul po- 4. semidreptei / cu laturile poli-

ligonului; pentru un numar par gonului determind apartenenta
punctului s la poligonul P

de intersectii, punctul se aflad in
exterior. Demonstratia este elementara: la parcurgerea
spre stanga, prima intersectie marcheaza intrarea semi-
dreptei in interiorul poligonului, urmatoarea — iesirea.
Fiecare pereche urmatoare de intersectii are aceeasi
semnificatie.

Pentru stabilirea intersectiei semidreptei cu latura
curenta pot fi utilizate metodele descrise in § 2.2.

Cazuri speciale

A. Dreapta/trece printr-un varfp, al
poligonului P la stanga de s. Var-
furile p, | si p,, se afla de parti ¢ s
diferite ale dreptei /. Numaérul de b
intersectii se incrementeaza cu P
1.
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B. Dreapta / contine laturap  p,. a )
poligonului P la stanga de s. Var-
furile p  sip,,, se afla de parti : *
diferite ale dreptei /. Numaéarul
de intersectil se incrementeaza

cu l.

C.Dreapta [ trece printr-un varf
p, al poligonului P la stanga
de s. Varfurile p_ si p,, se afla
de aceeasi parte a dreptei [
Numaéarul de intersectii nu se

incrementeaza.

D. Dreapta / contine laturap p . a
poligonului P la stanga de s. Var- s
furile p_, sip,,, se afla de aceeasi
parte a dreptei /. Numarul de
intersectii nu se incrementeaza.

Numarul de laturi procesate este N. Determinarea
intersectiei laturii cu dreapta [/ este realizatd intr-un
numar constant de operatii. Procesarea cazurilor speciale
este realizatd de asemenea intr-un numar de operatii
marginit de o constantd. Prin urmare, complexitatea al-
goritmului este O(N).
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5.3. Poligonul si diagrama Voronoi

O alta problema de apro-
piere in plan este problema
determinarii poligonului Vo-
ronol pentru o multime de
puncte.

Fie in plan multimea de
puncte S={p,,...py}. Fie-
care punct p, i=LN,
este descris de coordonatele
carteziene (x,, y). Pentru un
punct dat p, € S se cere sa se
determine poligonul V(i) care
va contine toate punctele
planului, mai apropiate de
p, decat de oricare alt punct
p; €S, p,#p;(fig.5.9).

Problema  generalizata
pentru toate punctele mul-
timii S este cunoscuta sub
numele diagrama Voronoi
(fig. 5.10).

De mentionat ca pentru
unele puncte ale multimii
S, domeniul determinat de
poligonul Voronoi poate fi

? V@)

Fig. 5.9. Poligonul Voronoi ¥(i) pentru
punctul p..

Fig. 5.10 Diagrama Voronoi pentru
multimea S

unul infinit. Se poate demonstra ca aceasta proprietate o
poseda punctele care formeaza infasuriatoarea convexa a

multimii S.
Algoritmul direct pentru

determinarea poligonului

Voronoi V(i) se bazeaza pe urmatoarea observatie:
Dreapta /, perpendiculara pe segmentul p, p; sl care tre-
ce prin mijlocul acestuia, contine punctele egal departate
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atat de p,, cat si de Py Punctele mai apropiate de p, decat
de p, vor forma semiplanul determinat de dreapta / i care
contine punctul p..

Fiecare punct p €S este descris prin coordonatele sale
carteziene (x, y). Prin urmare, pentru perechea de puncte
Py D;»

* mijlocul m al segmentului p, p; va fi determinat de

punctul de coordonate:

_xl.+xj
X, = 5 5

Vit
ym_ 2 s

* dreapta d care contine segmentul p, p;va fi descrisa
de ecuatia Ax+By+C = 0, unde

A:yj_yi’
B=x—-x,,
C=xy, =XV

* orice dreapta /' perpendiculara pe segmentul p, p; va
avea ecuatia generalad de forma Ax+By+C' = 0;

* pentru dreapta /, perpendiculara pe segmentul p, P, si
care trece prin punctul de mijloc al acestuia, valoa-
rea coeficientului C este: Ay — Bx .

Odata ce este cunoscuta ecuatia dreptei /, perpendicu-
lare pe segmentul p, P, in mijlocul acestuia, poate fi deter-
minat semiplanul R(j): VpeR(j), d(p,p,)<d(p,p,)-

Atunci V()= () R().

j:=1_,..,N

Pentru realizalj‘Za algoritmului poate fi construit un po-
ligon R de ,restrangere” a planului, astfel incat S € R . Cel
mai simplu poligon R este un dreptunghi avand laturile
paralele cu axele de coordonate, determinat de punctele
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dlagOnale ()f:min’ ymin)’ (xmax’ ymax):
xmin = min (‘xi)_17 xmax = max(xi)+la
i=l,.,N i=l,..,N

ymin :Enln (yz)_l, ymax :max(yi)+l'

L..N =1,...N

Complexitatea algoritmului direct pentru construirea
poligonului Voronoi V(i) este O(N 2) :

Etapa 1: Determinarea poligonului de restrangere
necesita un numar de operatii proportional cu N.

Etapa 2: Determinarea ecuatiei dreptei /, perpendi-
culare pe segmentul p. p; necesita un numar de operatii
marginit de o constanta.

Etapa 3: Determinarea intersectiei dreptei / cu poli-
gonul R si restrangerea ulterioara a acestuia necesita un
numar de operatii proportional cu numarul de laturi ale
poligonului R (nu mai mare decat N).

Etapele 2-3 se repeta pentru toate punctele
pE€S, p#p,. Prin urmare, numirul de operatii nece-
sare pentru determinarea poligonului Voronoi va fi
proportional cu N°.

Nu este eficient de a aplica direct algoritmul descris
anterior pentru determinarea diagramei Voronoi: com-
plexitatea lui creste panid la O(N?).

Pentru realizarea eficienta a algoritmului de determi-
nare a diagramei Voronoi se aplica tehnica divizarii con-
secutive a problemei in multimi liniar separabile, pana la
atingerea cazurilor elementare, si asamblarea ulterioara
a solutiei [12, pag. 258 - 269].

Fie § =S, UL, siau fost construite diagramele Voronoi
DV (S,), DV (S,) (fig. 5.11). Pentru ,asamblarea” solutiei
vor fi realizate urmatoarele etape:

Etapa 1: Determinarea vectorilor de intrare (iegire) ai
lantului de concatenare: se construiesc laturile lipsa (doua
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la numar) pentru infa-
suratoarea convexa
comuna a  multimii
S, US,, se determina
mijloacele acestor la-
turi m , m,. Prin punc-
tele m,, m, se traseaza
vectorii perpendiculari
pe laturile adaugate la
infaguratoarea conve-
xa. Pentru latura supe-
rioara vectorul este

Fig. 5.11. Diagramele Voronoi DV(S,) si DV(S,)
pana la concatenare.

Fig. 5.12 Construirea

orientat spre latura, L , Infasuratoarei convexe
pentru cea inferioard — pentru S prin addugarea

. laturilor. Trasarea vecto-
de la ea (fig. 5.12). Din rilor de intrare (iesire) ai

infﬁsurétoarea convexa lantului de concatenare

pentru §,US, sunt
eliminate lanturile in-
terioare de laturi ale
infaguratoarelor sepa-
rate pentru S, siS,.
Etapa 2: Construirea
lantului de concatenare.
Constructia lantului in-
cepe pe vectorul superi-
or, dintr-un punct care
precede toate intersec-
tiile vectorului cu razele
diagramelor construite

anterior.

. Fig. 5.13. Construirea lantului de conca-
Lantul se traseaza te,?are !

de-a lungul vectorului,

pana la intersectia cu
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una din laturile diagramelor DV(S)) sau DV(S)). In punctul de
intersectie directia vectorului se modifica (fig. 5.13).

Modificarea directiei lantului este determinata de modifi-
carea perechii de puncte intre care se traseaza acesta. Fie,
initial, lantul marcheaza ,frontiera” dintre punctele p, si
Py Atingerea unei laturi a diagramelor construite anterior
semnifica fie Inlocuirea p, prin p, (daca latura atinsa separa
punctul p de p,), fie inlocuirea p; prin p, (dacd latura atinsa
separa punctul p; de p)). Directia noua a lantului de conca-
tenare este determinatd de perpendiculara pe segmentul
ce uneste perechea nou creata si care trece prin punctul de
mijloc al acestuia. Procesul 1a sfarsit in momentul atingerii
vectorului inferior al lantului de concatenare.

Etapa 3: Modificarea laturilor diagramei (fig. 5.14).
Laturile infinite (semidrepte) intersectate de lantul de
concatenare se transforma in segmente delimitate de
originea semidreptei si punctul de intersectie a acesteia
cu lantul de concatenare, construit la etapa 2.

Laturile finite (segmentele) isi modifica unul din punc-
tele extreme, acesta
fiind inlocuit prin
punctul de intersectie
cu lantul de conca-
tenare.

Laturiledin DV(S)),
situate integral in
dreapta de lantul de
concatenare, si latu-
rile din DV(S,), situ-
ate integral in stanga
acestuia, se exclud
din diagrama finala
pentru S, US,.

*S,

Fig. 5.14. Concatenarea diagramelor
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Cazul elementar se obtine pentru ZS|S|S3. Proce-
sarea acestuia este realizata printr-un numar de operatii
marginit de o constanta.

Divizarea consecutiva a multimii pentru obtinerea ca-
zurilor elementare necesitd o sortare prealabila a punc-
telor din S dupa abscisa lor. Complexitatea preprocesarii
este O(NlogN). Numarul de divizari consecutive ale
multimii curente in doud submultimi ,aproape egale”®
este proportional cu log(N). Pentru concatenarea solu-
tiillor partiale, in cazul alegerii structurii de date adec-
vate’, este necesar un numar de operatii proportional cu
numarul total de laturi din solutiile partiale. Deoarece
diagrama Voronoi este o divizare planara a unei multimi
din N puncte, numarul de laturi va fi proportional cu N.
Prin urmare, complexitatea totala a algoritmului optim

este O(NlogN).

5.4. Nuclee

Printre problemele geometrice de calcul se numara si
problema determinarii nucleului po-
ligonului simplu. Nucleul unui poli-
gon simplu P este, in general, format /
din multimea de puncte Q € P, ast- \ A
fel incat:

VxeQ,VyeP,[x,yleP. [\

Cu alte cuvinte, nucleul poligonu-
lui este multimea de puncte ale po-

. . A . . Fig. 5.15. Poligon simplu
ligonului, astfel incat oricare dintre ¢ nycleu (partea colorats

a poligonului)

68, “este aproape egala” cu S,, daca ||S1|—|S2|| <I.

70O structura optima este lista bidirectionala a laturilor.
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ele, fiind unit cu orice alt punct al

poligonului, formeaza un segment ce
apartine in intregime poligonului (fig. /
5.15). ~

Nu intotdeauna un poligon simplu ~
are nucleu nevid (fig. 5.16). N

Nucleul poligonului (daca el exista)
este si el un poligon, dar, spre deose-
bire de poligonul initial, este intot-
deauna convex.

Fig. 5.16. Poligon simplu
fara nucleu

Algoritmul pentru determinarea
nucleului unui poligon simplu

Date initiale. Fie un poligon simplu P cu N varfuri.
Se considera ca poligonul este descris prin lista varfurilor
sale (P> Py>-s Py_isPy), parcurse in directia miscarii
acelor de ceasornic. Fiecare varf p, este descris de coordo-
natele sale (x, y).

Algoritmul de determinare a nucleului necesitd o
constructie secundara: un poligon convex () care, initial,
contine poligonul P. Pentru determinarea poligonului Q
pot fi abordate doua metode:

a) construirea Iinfasuratoarei convexe pentru P;
b) construirea unui dreptunghi care contine P.

Metoda a doua este mult mai simpla. Ea se reduce la
determinarea, pentru coordonatele varfurilor P, a valori-
lor minime g1 maxime ale abscisei g1 ale ordonatei. in
calitate de Q poate fi considerat dreptunghiul cu varfuri-
le (xmax +13 Vmax T l) > (xmax +1’ Ymin _1) > (xmin _1’ Ymin _1) >
(x,:, =Ly, +1). Extinderea valorilor extreme nu este o
conditie obligatorie.
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Dupa construirea poligonului Q poate fi determinat

nemijlocit nucleul. Metoda (sau cel putin descrierea ei in
limbajul uman) este foarte simpla:

Se analizeaza consecutiv laturile poligonului P, fiind
parcurse in directia miscarii acelor de ceasornic. Latura
curentd p p.  se cerceteaza ca o dreapta /. Se determina
partea poligonului Q care se afla in stanga vectorului
PiPin si se exclude din . Daca poligonul Q este situat
integral in stanga vectorului p;p;,,, cercetarea ia sfargit —
poligonul P nu are nucleu.

Procedeul se repeta pana nu sunt analizate toate la-
turile poligonului P.

In final, O contine nucleul lui P (fig. 5.17).

N/ »’\ Py 8
kot et ot
i v

Fig. 5.17. Construirea consecutiva a nucleului poligonului simplu

L/

Pseudocod
Pas 1 Initializare

La sfarsitul listei de varfuri (dupa p, ) se adauga
varful virtual p,, . Se construieste poligonul Q
(nucleul initial), conform uneia din metodele de-
scrise anterior. i < 1.
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Procesarea laturii i

Fie O=(4,,9,,--q;). Pentru dreapta / ce contine
latura i a poligonului P definita de varfurile p_,
p,., se determina punctele de intersectie cu poli-
gonul Q, precum si laturile intersectate. Fie d,
d, punctele de intersectie a dreptei / cu @, iar la-
turile intersectate — 4,9;., siq,q,,,"*

a) Seformeazd poligoanele O, =(d,,q,,,, ..., q;,d,)
s1 O, =(dy, Qiis s qn -G - 9qj’d1) .

b) Sedetermind Q" € {Q,,0,} careseafliindreapta
vectorulul p,p,, .

©) 00O
Repetare

if [< N then begin iTgoto pas 2 end else
STOP — Q este nucleul.

Complexitatea algoritmului este O(N*). Se preluc-
reaza N laturi ale poligonului P. Pentru fiecare latura se
verifica intersectia cu maximum N laturi ale poligonului
Q. Fiecare intersectie este determinata intr-un numar de
operatii marginit de o constanta.

8 Daca dreapta nu intersecteaza poligonul @, se verifica doar pozitia @

fata de p,p,,, . Daca poligonul e pozitionat in stanga, nucleul final este
vid, altfel @ nu se modifica la acest pas.
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6. Probleme geometrice de concurs

6.1. Robot

Un robot punctiform poate executa instructiuni de depla-
sare in 8 directii (1 — nord, 2 — nord-est, 3 — est, 4 — sud-est,
5 —sud, 6 — sud-vest, 7 — vest, 8 — nord-vest). Lungimea pa-
sului robotului este 1 pentru directiile 1, 3, 5, 7 1 /2 pen-
tru directiile 2, 4, 6, 8. Numarul de pasi efectuati in directia
aleasa este un parametru al instructiunii de deplasare.

Fiind dat un set de instructiuni, sa se determine coordo-
natele punctului final in care se va deplasa robotul.

Astfel, pentru setul 8 2
(1,3 G, @1 6,3
(5,2) (7,1) coordonatele 7 3 g
finale vor fi (3, 2). P
( ) 6 5 4 Start

Sa se scrie un programecare, dupa un set de instructiuni,
sa determine coordonatele punctului final in care se va de-
plasa robotul. Se considera ca axa Ox e orientata spre est, iar
Oy — spre nord. Initial robotul se afla in originea sistemului
de coordonate (0, 0).

Date de intrare

Prima linie a figierului de intrare contine numarul N —
numarul de instructiuni (1 < N < 40). Urmatoarele N linii
contin instructiunile propriu-zise — numarul directiei (un
numar intreg de la 1 la 8) si numarul de pasi (un numar
intreg de la 1 la 1000), separate prin spatiu.

Date de iesire

Unica linie a figsierul de iesire va contine doua numere
intregi x si y, separate prin spatiu, — coordonatele punctului
final in care se deplaseaza robotul.
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Exemple
date.in date.out
6 32
13
31
11
33
5 2
71
1
8 10 -10 10
Rezolvare
program p0l;
var I,N:integer;
D,L,X,Y:Longint;
begin
assign (Input,’date.in’); reset(Input);
read (N) ;
X:=0; Y:=0; {fixarea pozitiei initiale}
for I:=1 to N do
begin {modelarea deplasarii}
read (D, L) ;
case D of
1: Y:=Y+L; { deplasare nord cu L}
2: begin X:=X+L; Y:=Y+L; end; {nord-est cu L}
3: X:=X+L; {est cu L}
4: begin X:=X+L; Y:=Y-L; end; {sud-est cu L}
5: Y:=Y-L; {sud cu L}
6: begin X:=X-L; Y:=Y-L; end; {sud-vest cu L}
7: X:=X-L; {vest cu L}
8: begin X:=X-L; Y:=Y+L; end; {nord-vest cu L}
end;
end;
assign (Output,’date.out’); rewrite (Output);

write(X,’” Y,Y);
close (Input); close (Output);
end.
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6.2. Robot 11

Sistemul de comanda al unui
robot care poate executa instruc-
tiuni de deplasare s-a deteriorat.
Robotul continua sa primeasca
instructiuni, dar le interpreteaza
nu intotdeauna corect. Fiecare
instructiune este un triplet de
numere (u,vx,vy) intregi pozi- o
tive. Daca u > 90, atunci robotul
se deplaseaza cu vx dupa axa Ox si cu vy dupa axa Oy. Daca
u < 90, robotul se deplaseaza pe un arc de masura u al cercu-
lui de centru (vx, vy) impotriva migcarii acelor de ceasornic.
Raza cercului este segmentul care uneste robotul cu centrul
cercului.

Sa se scrie un program care, dupa coordonatele initiale
ale robotului si un set dat de instructiuni, determina punctul
final in care va fi pozitionat acesta.

X

Date de intrare

Prima linie a figierului de intrare contine doua numere
intregi — coordonatele initiale ale robotului. Urmatoarele
linii contin cate o instructiune, formata din trei numere
intregi, separate prin spatiu.

Date de iesire

Unica linie a fisierul de iegire va contine doua numere x
s1y, separate prin spatiu, — coordonatele finale ale robotu-
lui, indicate cu cel putin 3 cifre dupa virgula.

Exemplu
date.in date.out

32 -0.653 15.697
130 4 1
45 1 7
91 0 3
60 0 6
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Rezolvare

program p02;
const pi=3.141592;
type point=record
X,y @ real;
end;
var P: point;
alfa,xn,yn:real;

procedure move (var P:point; vx,vy:real);
begin

P.x:=P.x+vx;

P.y:=P.y+vy;

end;

procedure rotate (var P:point; u,vx,vy:real);
var old:point;
begin
old:=P;
P.x:=vx+ (0ld.x-vx) *cos (u*pi/180) -
(old.y-vy) *sin (u*pi/180) ;
P.y:=vy +(0ld.x-vx)*sin (u*pi/180)+
(old.y-vy) *cos (u*pi/180) ;
end;

begin
assign (input,’data.in’); reset(input);
assign (output,’data.out’); rewrite (output);
readln(P.x,P.y);
while not eof do
begin
readln (alfa,xn,yn);
if alfa>90 then move (P, xn, yn)
else rotate(P,alfa,xn,yn);
end;
writeln(P.x:10:3," ',P.y:10:3);
close (input); close (output);
end.
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6.3. Piatra

... s1 unde nu porneste stanca la vale, saltand tot mai sus de
un stat de om; si trece prin gardul si prin tinda Irinucai, pe
la capre, si se duce drept in Bistrita, de clocotea apa!

Ion Creanga. Amintiri din copildrie

Piatra pornita de Ion Creanga se rostogolea in linie
dreapta, daramand totul in calea sa. Casa Irinucai are
multi pereti, unii nimerind in calea pietrei. Fiind date
coordonatele a doua puncte prin care trece piatra si
extremitatile segmentelor care descriu baza peretilor ca-
sel, sa se determine cati pereti vor fi daramati de piatra
in cadere. Peretele atins intr-un punct extrem ramane in-
treg.

Sa se scrie un program care determina numarul de
pereti daramati de piatra.

Date de intrare

Fisierul de intrare date.in contine N (N < 1000) linii a
cate patru numere intregi. Prima linie contine descrierea
a doua puncte prin care trece piatra, in forma x, y, x,, y,
(lx, y,1<500). Urmétoarele N-1 linii contin descrierea
coordonatelor extremitatilor bazelor peretilor, in aceeasi
consecutivitate, cu aceleasi restrictii de valori.

Date de iesire
Unica linie a figierul de iesire date.out va contine un
numar intreg — numarul de pereti daramati de piatra.
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date.in

date.out

219 14
2418
12 3 9
14 6 11
14 9 10
14 7 16
10 8 8
3666

4 2 45
11 10 12 14
8 6 10 8
12 8 14 4

o O J Wb

4

Rezolvare

program p03;
type point=record

segment=record

var g: array[l..1000]
1l: segment;
n,i,k: integer;

function sarrus (pl,p2,p3:point) :

begin

end;
end;

X,y: real;
el,e2: point;
of segment;

real;

sarrus:=pl.x*p2.y+p2.x*p3.y+pl.y*p3.

-p3.x*p2.y-p3.y*pl.x-pl.y*p2.x;

end;

begin
assign (input,

"date.in’);

reset (input); n:=0;

readln(l.el.x,l.el.y,l.e2.x,1.e2.y);

while not eof do
begin
inc (n) ;

readln( g[n].el.x,

gln].el.y,gln].e2.x,gln].e2.y);

end;
k:=0;
for i:=1 to n do
if

.campion

sarrus(l.el,l.e2,g[i].el)*sarrus(l.el,l.e2,g[i].e2) < O

then inc (k) ;

assign (output,

writeln (k) ;
end.

"date.out’);
close (input) ;

rewrite (output) ;
close (output) ;
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6.4. Carcasa

Fie o carcasa avand forma
unui poligon simplu. Pentru
a fi pozitionata vertical pe o
suprafata plana, carcasa trebuie
sa aiba centrul de masa situat
strict intre 2 puncte de contact
cu suprafata. Centrul de masa
este Intotdeauna un punct interior al carcasei si nu coin-

cide cu nici un varf al ei.
Sa se scrie un program care va determina numarul
pozitiilor in care poate fi stabilizata vertical carcasa.

Date de intrare

Prima linie a fisierului de intrare date.in contine trei
numere intregi, separate prin spatiu: N — numarul de
varfuri ale carcasei —six, y, — coordonatele centrului de
masa.

Urmeaza N linii ce contin cate doud numere intregix, y,
(-1000<x,, y,<1000), separate prin spatiu, — coordonatele
varfurilor poligonului in ordinea parcurgerii lor.

Date de iesire
Fisierul de iesire date.out va contine un singur numar
intreg — numarul de pozitii in care poate fi stabilizata ver-
tical carcasa.
Restrictii
3 <N <1000
-1000<x_,y <1000
C c
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Exemplu
date.in date.out
10 6 16 3

3 14
13 4
23 14
33 4
33 14
23 24
13 14
3 24
-7 14
-7 4

Rezolvare

Deoarece carcasa se sprijina pe care-
va puncte extreme ale poligonului, pro-
blema poate fi divizata in doua subpro-
bleme relativ simple:

1) determinarea infasuratoarei
convexe a varfurilor poligonului;
2) verificarea daca un triunghi are un unghi obtuz.

Prima subproblema este rezolvata cu ajutorul algorit-
mului descris anterior (§ 3.2).

Dupa determinarea infasuratoarei
convexe, problema poate fi reformulata
in felul urmator:

Fie un poligon convex P si un punct
interior ¢, unit prin linii drepte cu varfurile poligonului. In
cate dintre triunghiurile formate inaltimea construita din
punctul ¢ se proiecteaza intr-un punct interior al laturii
poligonului care apartine triunghiului?

Evident, inaltimea construita din ¢ se proiecteaza pe
latura daca niciunul dintre unghiurile alaturate laturii poli-
gonului nu este obtuz. Verificarea unghiurilor se realizeaza
elementar cu ajutorul teoremei cosinusurilor. Complexi-
tatea etapei este liniara dupa numarul de varfuri.
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6.5. Turnuri

Bitlanda este o tara care se extinde permanent, lini-
ar. Frontiera tarii reprezinta o linie franta inchisa, fara
autointersectii. Pentru a apara frontierele sale, dupa fie-
care extindere, in noile puncte extreme ale frontierei se
construiesc turnuri de veghe. Exista N turnuri de veghe,
date prin coordonatele lor (x, y) — numere intregi. Regele
Bitlandei, Bytezar, a decis sa trimita la vatra garnizoanele
turnurilor care nu se mai afla la hotarele tarii.

Sa se scrie un program care va determina cate turnuri
vor fi lipsite de garnizoane.

Date de intrare

Prima linie a fisierului de intrare contine un numar
intreg: N (1 < N £ 10000) —numarul de turnuri de veghe
in Bitlanda.

Urmeaza N linii ce contin cate doud numere intregix,, y,
(-1000<x,, y,<1000), separate prin spatiu, — coordonatele
turnurilor de veghe.

Date de iesire
Fisierul de iegire va contine un numar intreg — numarul
de turnuri care pot fi lipsite de garnizoane.

Exemplu

turn.in turn.out
10 5

aoy Wb
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6.6. Atac

Agentia Spatiala a planetei Bitterra (ASB) a receptionat un
rol meteoritic, care se apropie de planetd. Fiecare stat de pe
Bitterra a fost anuntat despre pericol si a primit lista punctelor
de cadere a meteoritilor, calculate de ASB. Serviciile pentru
situatii exceptionale ale fiecarui stat urmeaza sa determine
catl meteoriti vor cadea pe teritoriul tarii. Frontiera oricarui
stat de pe Bitterra este un poligon convex; meteoritii sunt punc-
tiformi. Punctele de pe frontiera nu se considera apartinand
statului. Frontiera poate contine mai multe varfuri consecutive
coliniare.

Sa se scrie un program care va determina numdarul de
meteoriti ce cad pe teritoriul unui stat dat.

Date de intrare

Prima linie a figierului de intrare atac.in contine numarul
n — numarul de varfuri ale poligonului care descrie frontiera
unui stat. Urméatoarele n linii contin descrierea consecutiva a
varfurilor frontierei: fiecare linie va contine cate o pereche de
numere separate prin spatiu —coordonatele unui varf. Urmeaza
o linie care contine un numar intreg m — numarul de meteoriti,
apoi m linii, care contin cate doud numere, separate prin spatiu,
— coordonatele punctelor de cadere a meteoritilor.

Date de iesire
Figierul de iesire atac.out va contine un singur numar in-
treg — cel al meteoritilor care cad pe teritoriul statului dat.

Restrictii
1. Coordonatele varfurilor poligonului si ale punctelor de
cadere a meteoritilor sunt numere intregi din intervalul
-1000000, 1000000].
< n £ 20000.
<m < 20000.

w ™
N W —
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Exemplu
atac.in atac.out Explicatie
2

oY O D

PRSP EREREPEREPS

1723 45 6 7 8§

oY U W i b oY 00N D

~ U1 3 U

Rezolvare
Formularea abstracta a problemei este urmatoarea:
Fie in plan un poligon convex P cu n varfuri. In acelasi
plan este datd o multime M din m puncte. Se cere sa se
determine cate puncte din M apartin interiorului P.
Rezolvarea se divide in cateva etape.

1. Se determina un punct interior [ A
al poligonului de coordonate
(x,,»,) (de exemplu, centrul
de masa).

Fiind date coordonatele (xl,, yl.),
i=1,n, ale varfurilor poligonului
P, coordonatele centrului de masa
pot fi calculate dupa formula:

Y

2. Fiind dat un punct interior (x_, y_) al poligonului,
se calculeaza unghiurile pe care le formeaza cu axa Ox
semidreptele duse din acesta prin varfurile (c_, c}).
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function angle(cx,cy:real): real;

begin

sinus:=(cy -ycm)/ sqgrt (sqr (cy-ycm)+sqgr (cx-xcm)) ;
cosinus:= (cx —-xcm)/ sqgrt(sqr(cy-ycm)+sqr (cx-xcm)) ;

if cosinus=0 then
if sinus>0 then angle:= pi/2
else if sinus<0 then angle:=3*pi/2
else begin
if (sinus>0) and (cosinus>0)
then angle:=arctan (sinus/cosinus) ;
if (sinus>0) and (cosinus<O0)

then angle:=pi-arctan(abs(sinus/cosinus)) ;
if (sinus<=0)and (cosinus<0)

then angle:=pit+arctan (abs (sinus/cosinus)) ;
if (sinus<=0) and (cosinus>0)

then angle:=2*pi-arctan (abs(sinus/cosinus)) ;

end;
end; A
i

N EEEEE \ /7.\ I
3. Pentru un punct dat al V

multimii M se calculeaza un- i TN

ghiul format de semidreapta

determinata de acesta si cen-

trul de masa al poligonului cu

axa Ox. Se foloseste aceeasi
functie de la etapa 2.

alfa:=angle(b[i].x,b[i].y)

4. Se determina latura poligonului intersectata de semi-
dreapta determinata la pasul 3. Pentru optimizarea

acestul pas se foloseste cautarea binara.

k:=1; {determinarea véarfului cu unghi maxim}
while (al[k].u<=alk+1].u) and (k<n) do k:=k+1;

{divizarea binara}
if (alfa < al[k+1l].u) or (alfa>alk].u)
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q:
:=semn (a[st].x,alst].y,aldr].x,aldr].y,xcm,ycm);

P

then begin st:=k; dr:=k+1; end
else begin
if (alfa < af[l].u)
then begin st:=k+l; dr:=n+l; end
else begin st:=1; dr:=k; end;
repeat
mj:=(st + dr) div 2;
if a[mj].u >alfa then dr:=mj else st:=mj
until dr=st+1;
end;

. Se determina pozitia centrului de masa si a punctu-

lui curent al multimii M fatd de latura determinata.
Daca sunt de aceeasi parte, punctul curent este
in interior. Pentru determinarea pozitiei se

v o»n 1
foloseste semnul determinantului X oy, 1
X, yyo 1

unde (x, y,), (x, y,) sunt coordonatele varfurilor care
determina latura, 1ar (x,, y,) — coordonatele punctului
cercetat (respectiv coordonatele centrului de masa).

=semn (a[st].x,alst].y,aldr].x,aldr].y,b[i].x,b[1i].V);

if p*g>0 then inc(s);
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6.7. Evadare

Un grup de pinguini a decis sa evadeze din gradina
zoologica. In acest scop el au sapat un tunel liniar. Din
nefericire, zidul gradinii zoologice formeaza un poligon
simplu cu N (3<N<10000) laturi, astfel incat, iesind din
tunel, pinguinii nu pot afirma cu certitudine daca se afla
in interiorul gradinii zoologice sau in afara ei.

Sa se scrie un program care, dupa coordonatele punc-
telor extreme ale tunelului si coordonatele varfurilor po-
ligonului ce stabilesc perimetrul gradinii zoologice, va de-
termina daca evadarea s-a soldat cu succes sau nu.

Date de intrare

Prima linie a fisierului de intrare evadare.in contine
patru numere intregi, separate prin spatiu, — coordonatele
punctelor extreme ale tunelului. Urmatoarele linii contin
descrierea consecutiva a varfurilor zidului: fiecare linie va
contine cate o pereche de numere, separate prin spatiu, —
coordonatele unui varf.

Date de iesire

Fisierul de iegire evadare.out va contine un singur cu-
vant: DA — in cazul in care punctul final al tunelului este
in afara gradinii zoologice; NU — in caz contrar.

Restrictii

Coordonatele varfurilor poligonului si ale punctelor
extreme ale tunelului sunt numere intregi din intervalul
[-1000, 1000].
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Exemplu

evadare.in evadare.out

explicatie

377 DA
2

6
4
7
5

WaIFP Joo N E O,

2
1

6.8. Arcasi

Secretul victoriilor faimo-
sului comandant de osti Mega-
Flop este strategia lui de
alegere a pozitiel arcagsilor pe
campul de lupta. Campul are
forma unui poligon simplu si
e inconjurat de paduri. Mega-
Flop plaseaza arcasii doar pe
pozitii din care este vazut tot
campul de lupta. Se considera

Padure Camp de lupta

Pozitie arcasi

ca arcasii vad tot campul, daca din orice punct care apartine
pozitiei lor de tragere se poate trage cu sageata in orice alt
punct al campului. Traiectoria sagetii este liniara. Nimerind
in padure, sageata se pierde. Pentru tragere, fiecare arcas
are nevoie de o unitate de suprafata. Astfel, numarul ma-
xim de arcagi care pot fi plasati pe pozitii este determinat
de aria poligonului din care este vazuta toata campia.

Sa se scrie un program care determind numarul maxim
de arcasi care pot fi plasati pe pozitii de tragere in campul

de lupta.
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Date de intrare

Fisierul deintrare arcas.inva contine pe prima linie un
numar intreg N — numarul de varfuri ale poligonului sim-
plu care descrie perimetrul campului de lupta. Urmeaza N
linii care contin coordonatele varfurilor poligonului, par-
curse in sensul miscarii acelor de ceasornic, cate un varf
pe linie. Linia i+1 contine doud numere intregi x,, v,
separate prin spatiu, — coordonatele varfului i.

Date de iesire

Fisierul deiegire arcas.out va contine un singur numar
intreg — numarul maxim de arcasi care pot fi plasati pe
pozitii.

Restrictii
3 <N <1000
0 < x, vy, £10000

Exemplu
arcas.1iln arcas.out
9 11

W 01 J ooy WwN
SN oY JdJdoy )

Rezolvare

program p68;
type
lat=record x,y:real; end;
pol=array[0..1001] of lat;
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var
nuc, camp:pol;
i,nnuc,ncamp:integer;
xint,yint:real;

procedure init;

var square : arrayl[l..5,1..2] of integer;
i: integer;
begin

{initializare nucleu}

nuc[l].x:=0; nuc[l] =0;

.y:=0;

nuc[2].x:=0; nuc[2].y:=10001;
nuc[3].x:=10001; nuc[3].y:=10001;
nuc[4].x:=10001; nucl4].y:= 0;

nuc[5] .x:=nuc[l].x; nuc[5].y:= nucll].y;
nnuc:=4;

{.. si initializare poligon}

readln (ncamp) ;

for i:=1 to ncamp do readln(camp[i].x,camp[i].y);

camp [ncamp+l] .x:=camp[l] .x;camp[ncamp+l].y:=camp[l].y;
end;

function intersect
(al,bl,cl,ad,bd,cd:real;i,j:integer): boolean;

{determind intersectia dreptei si laturii
+ coordonate punctului de intersectie}
begin

{1. dreapta si latura sunt paralele}
if Ad*B1=Bd*Al then begin intersect:=false; exit; end;

{2. dreapta intersecteaza 2 laturi adiacente in punct
extrem}
if (camp[j+1].x=nuc[i].x) and (camp[j+1].y=nuc([i].y)
then begin
intersect:=true; xint:=nucli].x; yint:=nucli].y;
exit;
end;
if (camp[j].x=nuc[i+l].x) and (camp[j].y=nucl[i+l].y)
then begin
intersect:=true; xint:=nuc[i+1].x;
yint:=nuc[i+l].y; exit;
end;
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{3. Dreapta si latura nu sunt paralele}
if (Ad*B1<>Bd*Al) then
if Al1<>0 then begin
yint:=(Ad*C1l-Cd*Al)/ (BA*A1l-Ad*Bl) ;
xint:=(-Bl*yint-Cl) /Al;
end
else
begin yint:=-C1/Bl;
xint:=(-Bd*yint-Cd) /Ad;
end;
if (((xint>=nuc[i].x) and (xint<=nuc[i+1l].x))
or ((xint>=nuc[i+l].x) and (xint<=nuc[i].x)))
and ( ((yint>=nuc[i].y) and (yint<=nucl[i+1l].y))
or ((yint>=nuc[i+l].y) and (yint<=nuc[i].y)))
then intersect:=true else intersect:=false;
end;

function sarrus(a,b,c:lat) :real;

begin
sarrus:=a.x*b.ytb.x*c.yta.y*c.x-c.x*b.y-b.x*a.y-c.y*a.x;
end;

procedure cut (j:integer);

{ Proceseaza latura j a poligonului P}

var
al,bl,cl,ad,bd,cd:real;
inter: array[l..4] of lat;
index: array[l..4] of integer;
k,1i,i,nr:integer;
copy: pol;

begin

Ad:=camp[j+1l].y - camp[j].y; Bd:=camp[j].x-camp[j+1].x;
Cd:=camp[j+1l] .x*camp([]j].y-camp[]j].x*camp[Jj+1].v;
nr:=0;
for i:=1 to nnuc do
begin
Al:=nuc([i+l].y -nuc[i].y; Bl:=nuc[i].x-nucl[i+l].x;
Cl:=nuc[i+l].x*nuc[i].y-nuc[i].x*nuc[i+l].y;
if intersect(al,bl,cl,ad,bd,cd,i,j) then
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begin
nr:=nr+1;
inter[nr].x:=xint;
inter([nr].y:=yint;

index [nr]:=i;
end;
end;
if nr>=2 then
begin
if sarrus(camp[j],camp[]j+1],nucl[index[1]])>=0
then
begin
ii:=1;
copyl[l].x:=inter[1l].x;
copyl[l].y:=inter[1l].y;
for k:=index[1]+1 to index[2] do
begin
inc(ii); copyl[ii]:=nucl[k];
end;
inc(ii); copylii].x:=inter[2].x;
copyl[ii].y:=inter([2].y;
nnuc:=1i;
inc(ii); copyl[ii].x:=inter[1l].x;
copylii].y:=inter([1l].y;
end
else
begin
ii:=0;
for k:=1 to index[1l] do
begin inc(ii); copyl[ii]:=nuclk]; end;
inc(ii);
copy[ii].x:=inter[l].x;copy[ii].y:=inter[1l].y;
inc (ii) ;
copy[ii].x:=inter[2].x;copy[ii].y:=inter[2].y;
for k:=index[2]+1 to nnuc do
begin inc(ii); copyl[ii]:=nuc[k]; end;
nnuc:=1i; inc(ii); copyl[ii]:=nuc[l]
end;
nuc:=copy;
end
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else
if sarrus(camp[j],camp[j+1],nuc[l])>=0 then
begin
writeln(0); close (output); halt;
end;

end;
function area(a:pol;n:integer) :real;

{aria poligonului simplu}
var s:real;
i:integer;
begin
s:=0;
for i:=1 to n do
s:=s+(ali+l].x-al[i].x)*(al[i+1l].y+alil.y)/2;
area:=s;
end;

{programul principal}

begin
assign (input,’arcas.in’);
reset (input) ;
assign (output,’arcas.out’);
rewrite (output) ;
init;
for i:=1 to ncamp do

cut (1) ;

writeln (area (nuc,nnuc)) ;
close (input) ;
close (output) ;

end.
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6.9. Cetate

Arheologii din Bitlanda in timpul
sapaturilor au descoperit niste pietre
asezate oarecum straniu. Ei au ajuns
la concluzia ca acestea formeaza frag-
mente ale unui zid circular, care incon-
jura o cetate veche.

Pentru a proteja de turisti si de
curiosi fragmentele descoperite, arheo-
logii au decis sa le inconjoare cu un gard din plasa metalica.
Deoarece este destul de complicat si incomod de a inconjura
fiecare fragment, s-a luat decizia de a imprejmui toate frag-
mentele impreuna.

Sa se scrie un program care sa determine lungimea minima
a plasel necesare pentru a ingradi fragmentele zidului.

Date de intrare

Prima linie a figierului de intrare contine doud numere:
n (1<n<180) — numarul fragmentelor de zid; r (1<r<100) —
raza zidului. Urmeaza n perechi de numere intregi, care
descriu fragmentele de zid: a, b, — masura unghiurilor
(in grade) care descriu inceputul si sfarsitul fragmentu-
lui. Unghiurile se masoara incepand cu directia nord de
la centrul cetatii, in sens opus migcarii acelor de ceasornic
(0 < a; b, < 360, a, # b,). Fiecare fragment este descris
la fel impotriva directiei de miscare a acelor de ceasornic.
Fragmentele de zid nu au puncte comune.
Date de iesire

Fisierul de iesire va contine lungimea minima a plasei
necesare, cu trei cifre dupa virgula.

Exemplu
cetate.in cetate.out
2 10 61.888
330 30
90 270
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6.10. Druizi

Ruinele din Stonehenge se af- A
la intr-un loc special, unde se
intersecteaza M linii energetice
ale Pamantului. Liniile energe-
tice impart campia Stonehenge
in sectoare. In fiecare an, 1n cea
mai scurtd zi a anului, N druizi
se aduna in campie pentru un /
ritual, ce asigura o roada bogata /
pentru anul urmator. Pentru succesul ritualului este necesar
ca in fiecare sector al campiei, delimitat de liniile energetice,
sa se afle nu mai mult decat un druid. Campia are forma unui
patrat cu centrul in originea sistemului de coordonate si care
are lungimea laturii 2L. Liniile energetice sunt linii drepte.
Druizii sunt punctiformi si nu se pot afla pe liniile energetice.

Sa se scrie un program care determind daca exista sec-
toare ale campiei in care se afla 2 sau mai multi druizi.

N
\/

Date de intrare

Figierul de intrare contine cateva (cel mult 5) seturi de
date, separate prin cate o linie ce contine semnul #.

Prima linie a fiecarui set de date contine numerele N, M si
L1 <N <1000,0<MZ<1000,1 <L < 2000).

Urmeaza N linii ce contin cate doua numere intregi =, y.
—coordonatele druizilor. Toti druizii se afla in interiorul cam-
piei, oricare doi druizi nu coincid.

Urmatoarele M linii ale setului de date contin cate un
triplet de numere intregi a,, b, c,. Numerele corespund
coeficientilor ecuatiei 4, x + B,y + C, = 0, care descrie linia
energetica i. Niciun druid nu se afla pe o careva linie. Oricare
doua linii nu coincid. Valorile a,, b, c, nu depasesc 10000
dupa modul.
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Date de iesire

Fisierul de iesire va contine pentru fiecare set de date
cuvintul YES, daca exista cel putin un sector in care se
afla doi sau mai multi druizi, NO, in caz contrar. Fiecare
raspuns se va scrie intr-o linie aparte, in ordinea aparitiei
seturilor de date in fisierul de intrare.

Exemplu

druizi.in

druizi.out

32 3
22

YES
NO

1 -1
20
1 -1
1 -1

0 100

O B #H= O |

Rezolvare
Pentru implementare vor fi definite tipurile si struc-
turile:

type pt=record x,y,a:real; T:char;
end;
dr=array[1l..3003] of pt;
var
d:dr;
n,m,i:integer;
int,xint,r,a,b,c,ae,be, ce,de,
1lla,12a,11b,12b,11c,12c: real;

Pentru citirea si preprocesarea datelor va fi utilizata
procedura readdata:

procedure readdata;
begin
readln(n,m,r);
for i:=1 to n do
begin readln(d[i].x,d[i].y); d[i].t:='L'; end;
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for i:=1 to m do
begin
readln(a,b,c);
if i=1 then begin lla:=a; llb:=b; llc:=c; end;
if i=2 then begin 12a:=a; 12b:=b; l2c:=c; end;
ae:=b*bta*a;
be:=2*b*c;
ce:=c*c-a*a*2*r*r;
de:=be*be-4*ae*ce;
if a<>0 then begin
inc(n) ;
dln].y:=
d[n].x:
d[n].t:
inc (n);
y:
X
t:

’

=(-be- sqrt(de))/Z/ae;
(-b*d[n].y-c)/a;
DI-

d[n].

d[n].

d[n].

end

else begin
inc(n);
dln].y:
d[n].x:
d[n].t:
inc(n);
y:
X:

t:

(-be+sqgrt (de)) /2/ae;
(-b*d[n].y-c)/a;

D’ :
’

’

=-c/b;
=sqgrt (2*r*r-c*c/b/b);
=7 DI .

d[n].

d[n].

d[n].
end;

=d[n-1].y;
=-d[n-1].x
='D’;

end;
end; {readdata}

In rezolvare vor fi parcurse urméatoarele etape:

1. Toate liniile se intersecteaza intr-un punct, care trebuie
determinat. Daca numarul de linii este O sau 1, sunt
cateva cazuri elementare, care se cerceteaza aparte.
Daca numarul de linii este mai mare sau egal cu doi,
atunci se folosesc oricare doua linii pentru a determina
coordonatele punctului de intersectie.
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2. Druizii se afla In interiorul LA .
patratului cu latura 2L s1 — N
centul in originea sistemu-
lui de coordonate. Ei se afla
s1 in interiorul cercului de
raza \/EL si centrul in ori- /
ginea sistemului de coordo-
nate. Pentru fiecare din lini- v B
ile energetice se determina
punctele ei de intersectie cu
cercul de raza \/EL si centrul in originea sistemului
de coordonate. Aceste puncte se marcheaza apartinand
dreptelor (D) de separare a sectoarelor.

®
L 4
N

| o

3. Originea sistemului de
coordonate se deplaseaza in
punctul de intersectie a drepte- /
lor (liniilor energetice). Apoi se
trece la coordonatele polare
pentru punctele ce reprezinta /
druizii si intersectiile liniilor
energetice cu cercul (realizare

~

A A

— procedura movecenter).

procedure movecenter;
begin

{se determind punctul de intersectie al dreptelor}
if 11a<>0 then
begin yint:=(llc*12a-11la*12c)/(12b*1la-12a*11b);

xint:=(-1llb*yint-11c)/1lla;
end
else begin vyint:=-11c/11b;
xint:=(-12b*yint-12c) /12a;
end;
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for i:=1 to n do
begin {se transferd originea..}
d[i] .x:=d[i].x - xint; d[i].y:=d[i].y - yint;
{ ... si se determina coordonatele polare - unghiul!}

if d[i].x<>0 then
begin
dli].a:=180/pi*arctan(abs (d[i].y/d[i].x));

]
if (d[i].x<0) and (d[i].y>0) then d[i].a:=180-d[i].a;
if (d[i].x<0) and (d[i].y<=0) then d[i].a:=d[1].a+180;
if (d[i].x>0) and (d[i].y<0) then d[i].a:=360-d[i].a;
end
else begin if d[i].y> 0 then d[i].a:=90;
if d[i].y<0 then d[i].a:=270;
end;
end
end; {movecenter}

4. Se sorteaza sistemul de puncte p dupa cresterea
masurii unghiului format de fiecare vector Op, cu axa

Ox.

5. Daca dupa sortare exista cel putin doua puncte vecine,
reprezentand druizi, rezultd existenta unui sector al
campiei cu aceeasl proprietate.

procedure solve;
var vec: boolean;

begin
{cazurile elementare...}
if ((m=0) and (n=1)) or ( (m=1) and (n=3))

then writeln (NO’);

if ((m=0) and (n>1)) or ((m=1) and (n>4))
then writeln (‘YES’);

if (m=1) and (n=4) then
begin
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{se determinad pozitia druizilor fata de dreapta}

if sarrus(d([3],d[4],d[1])*sarrus(d[3],d[4],d[2]) < O
then writeln ('NO’) else writeln (‘YES');
end;
if m>=2 then
begin
{... si cazul general}
movecenter;
gsort(d,1,n);
vec:=FALSE;
for i:=1 to n-1 do
if (d[i].t="L’) and (d[i+1].t="L")
then vec:=TRUE;

if vec then writeln(‘YES’) else writeln (‘NO’);
end;

end; {solve}
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—_—

LVZ

S={pses Py} —

[ S|
it

k<m

[a, b]
aabc
DV(S)
I(S)

o)
A= B

A< B

xeX,(xeg X)—

{xeXx:0}
AcB

qsort(A , n)
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segment orientat (vector) cu
originea in punctul p,

multimea S, cu elementele Dy - Py
cardinalul multimii §
Incrementarea valoriii cu 1

variabilei k1 se atribuie valoarea
variabilei m

interval cu extremitatile a, b
triunghi cu varfurile g, b, ¢

diagrama Voronoi pentru multimea S
triangularizarea multimii S
infaguratoarea convexa a multimii S
din 4 rezulta B

A este echivalent cu B

X apartine (nu apartine) multimii X

submultimea elementelor x din X care
satisfac conditia QO

A se contine in B (4 este submultime
a multimii B)

apel al procedurii pentru sortarea
structurii de date A din n elemente
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