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Structuri de date arborescente 

Heap-uri 
Situa�ii practice impun în mod frecvent alegerea dintr-o mul�ime dinamic� de valori a uneia sau unora 

care îndeplinesc anumite condi�ii. Spre exemplu, o firm� are în vedere spre onorare, în primul rând 
comenzile cele mai rentabile. Este deci necesar, ca o structur� de date dinamic� adecvat�, s� ofere cu 
„efort” minim de prelucrare, informa�ia cerut� de un anumit criteriu de optim. Constat�m c� este vorba 
despre selectarea unor informa�ii dintr-un volum de date, organizate dup� un criteriu stabilit. O astfel de 
facilitate de prelucrare este oferit� de o categorie de arbori binari, cunoscu�i în literatura de specialitate 
sub numele de heap-uri. 

Min-heapuri �i max-heapuri 

Defini�ie 
Un max-heap este un arbore binar complet în care valoarea memorat� în orice nod al s�u este mai 

mare sau egal� decât valorile memorate în nodurile fii ai acestuia. 

Corespunz�tor se poate defini min-heap-ul, ca un arbore binar complet în care valoarea memorat� în 
orice nod este mai mic� sau egal� decât valorile memorate în nodurile fii ai acestuia.  

În cele ce urmeaz�, un max-heap va fi numit heap, urmând ca atunci când este vorba despre un min-
heap, aceasta s� se precizeze în mod explicit. 

Un heap fiind un arbore binar complet, reprezentarea cea mai adecvat� este reprezentarea secven�ial�. 
Dac� heap-ul are n noduri, numerotate de la 1 la n, va fi suficient s� re�inem informa�iile asociate 
nodurilor într-un vector cu n elemente, rela�iile dintre noduri fiind implicite. Mai exact, dac� x este un 
nod oarecare din heap, fiul stâng al lui x, fiul drept, respectiv nodul p�rinte al lui x pot fi determina�i cu 
formulele: 

Utilizând reprezentarea secven�ial�, putem reformula defini�ia unui heap astfel: 

Defini�ie 
Tabloul H[1..n] formeaz� un max-heap dac� H[i]≤H[i/2], ∀i∈{2, 3, ..., n}. 

Tabloul H[1..n] formeaz� un min-heap dac� H[i]≥H[i/2], ∀i∈{2, 3, ..., n}. 

De exemplu,  arborele binar complet  din figur� este un max-heap.            

  

�i va fi reprezentat implicit: 

1 2  3 4 5 
9 7 5 5 7 
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Crearea unui heap prin inser�ri succesive 
O prim� solu�ie este de a insera succesiv elementele în heap, plecând ini�ial de la heap-ul format 

dintr-un singur element: 
void CreareHeap() 
//organizeaza ca heap vectorul global H, inserând succesiv elemente 
{for (int i=2; i≤=n; i++) InsertHeap(i-1, H[i]); } 

Inserarea unui nod într-un heap 
Fie H[1..n] un heap cu n elemente �i x valoarea ce trebuie inserat�. Valoarea x va fi memorat� în 

heap pe pozi�ia n+1, apoi se restaureaz� eventual heap-ul, promovând” valoarea x spre r�d�cin�, pân� 
când proprietatea de heap este restabilit�. 

De exemplu, s� inser�m valoarea 10 în heap-ul din figur�: 

Valoarea inserat� va ocupa pozi�ia 6. Pentru a conserva 
proprietatea de heap, valoarea 10 trebuie promovat� pân� în 
r�d�cin�, valorile de pe drumul parcurs spre r�d�cin� fiind 
retrogradate succesiv, cu un nivel.  

 Rezult� arborele:  

 

Modific�rile sunt aplicate de fapt vectorului ce constituie 
reprezentarea implicit�:     

1 2  3 4 5 6 
10 7 9 5 7 5 

  

 
void InsertHeap (int n, TipCheie x) 
//insereaz� valoarea x în heap-ul H de dimensiune n 
{ 
 int fiu=++n; //fiu indica pozitia pe care trebuie plasata valoarea x 
 int tata=n/2;  
 while (tata && H[tata]<x) // valoarea x trebuie “promovata” 
      {H[fiu]=H[tata]; 
       fiu=tata; tata=fiu/2;} 
H[fiu]=x;} 

Observa�ie 
Analizând complexitatea procedurii de inserare deducem c�, în cazul cel mai defavorabil, valoarea 

nou inserat� urc� pân� în r�d�cina arborelui, deci necesit� O(h) opera�ii elementare, unde h este 
în�l�imea heap-ului. Un heap fiind un arbore binar complet, în�l�imea sa h va fi [log2n], deci inserarea 
unui nod într-un heap cu n elemente este de O(log n).  

S� estim�m complexitatea în cazul cel mai defavorabil a procedurii de construc�ie a heap-ului prin 
inser�ri succesive. Dac� toate cele 2i valori de pe nivelul i urc� pân� în r�d�cin�, ob�inem: 
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Crearea unui heap prin combin�ri succesive 
O strategie mai eficient� de construc�ie a unui heap se bazeaz� pe ideea de echilibrare. Apelul func�iei 

InsertHeap(n,x) poate fi interpretat ca o combinare de dou� heap-uri: un heap cu n elemente �i un 
heap format numai din elementul x. Putem construi heap-ul cu r�d�cina H[i] combinând la fiecare pas 
i dou� heap-uri de dimensiuni apropiate: heap-ul cu r�d�cina 2i cu heap-ul cu r�d�cina 2i+1 �i cu 
elementul H[i]. 

void CreareHeap() 
//organizeaza ca heap vectorul global H 
{for (int i=n/2; i; i--) CombHeap(i,n);} 

Func�ia CombHeap(i,n) combin� elementul H[i] cu heap-ul cu r�d�cina 2i �i cu heap-ul cu 
r�d�cina 2i+1.  

void CombHeap (int i, int n) 
{ 
 TipCheie v = H[i];  
 int tata=i;           //tata indica pozitia pe care va fi plasata valoarea v 
 int fiu=2*i;                                                    //fiul stang 
 while (fiu<=n)  
    {if (fiu<n)                  //exista fiu drept 
       if (H[fiu]<H[fiu+1]) fiu++; //fiu indica fiul cu valoarea cea mai mare 
     if (v<H[fiu])   
        {H[tata]=H[fiu]; // valoarea celui mai mare dintre fii urca in arbore 
         tata=fiu;                                      //v coboara în arbore 
         fiu=fiu*2;} 
         else 
         fiu=n+1;                    //am determinat pozitia corecta pentru v 
    }    
H[tata]= v;} 

De exemplu, organizarea ca heap a vectorului H={0,7,3,5,1,10,20} se face în 3 pa�i.  

La pasul i=3 se apeleaz� CombHeap(3,7):  

Deci H={0,7,20,5,1,10,3}. 

 

La pasul i=2 se apeleaz� CombHeap(2,7): 

 

La pasul i=1, se apeleaz� CombHeap(1,7): 

Deci heap-ul în reprezentare implicit� este H={20,7,10,5,1,0,3}. 

Complexitatea algoritmului 
Not�m h=[log2n] în�l�imea heap-ului. Pentru fiecare nod x de pe nivelul i, i∈{0, 1, ..., h-1}, 

pentru a construi heap-ul cu r�d�cina x se fac cel mult h-i coborâri a valorii x în arbore. Deci, în cazul 
cel mai defavorabil, num�rul de opera�ii elementare efectuate de algoritm pentru a construi un heap cu n 
elemente este: 



HEAP-URI 

 4 

Algoritmul de construc�ie a unui heap a devenit astfel liniar. 

Heapsort 
O prim� aplica�ie este sortarea unui vector cu ajutorul heap-urilor, metod� cunoscut� sub denumirea 

de heapsort.  

Primul pas este de a organiza vectorul ca un heap. Deoarece, conform propriet��ii de heap, elementul 
maxim din vector este plasat în r�d�cina heap-ului, deci pe pozi�ia 1, el poate fi plasat pe pozi�ia sa 
corect�, interschimbându-l cu elementul de pe pozi�ia n. Noul element din r�d�cina heap-ului nu respect� 
proprietatea de heap, dar subarborii r�d�cinii r�mân heap-uri. Prin urmare trebuie restaurat heap-ul, 
apelând func�ia CombHeap(1,n-1). Elementul de pe pozi�ia n fiind deja pe pozi�ia sa corect� nu mai 
este inclus în heap. Procedeul se repet� pân� când toate elementele vectorului sunt plasate pe pozi�iile lor 
corecte. Func�ia HeapSort() ordoneaz� cresc�tor vectorul global H cu n elemente: 

void HeapSort() 
{ TipCheie aux; 
  CreareHeap(); 
  for (int i=n; i>1; i--)           //plaseaza corect un element pe pozitia i 
     { aux=H[1]; H[1]=H[i]; H[i]=aux;  //interschimba elementul H[i] cu H[1] 
       CombHeap(1, i-1); }                             //restaureaza heap-ul 
} 

Complexitatea algoritmului  
Complexitatea algoritmului heapsort este de O(n log n), crearea heap-ului fiind liniar�, iar fiecare 

dintre cele n-1 apeluri ale func�iei CombHeap() fiind de O(log n). Deci algoritmul de sortare cu 
ajutorul heap-urilor este optimal în cazul cel mai defavorabil. 

Cozi cu prioritate 
Algoritmul heapsort este un algoritm optimal în cazul cel mai defavorabil, dar de obicei în practic� 

este utilizat algoritmul de sortare rapid� (quicksort), chiar dac� acesta este optimal doar în medie. Cea 
mai frecvent utilizat� aplica�ie a unui heap este implementarea cozilor cu prioritate. 

Defini�ie  
O coad� cu prioritate este o structur� de date abstract� format� din elemente care au asociat� o 

valoare numit� cheie sau prioritate �i care suport� urm�toarele opera�ii: 
– Insert(Q, x): insereaz� elementul x în coada cu prioritate Q; 
– ExtractMax(Q): extrage din coada cu prioritate Q elementul de valoare maxim�. 

Observa�ie  
În mod analog se poate defini o coad� cu min-prioritate, pentru care intereseaz� opera�ia de extragere 

din coad� a elementului de prioritate minim�. 

Exist� multe aplica�ii ale cozilor cu prioritate. De exemplu, planificarea execu�iei programelor pe un 
calculator: coada cu prioritate re�ine programele ce trebuie executate în func�ie de  priorit��ile lor 
relative. Când se încheie sau se întrerupe execu�ia unui program, programul cu cea mai mare prioritate 
din coad� este selectat �i lansat în execu�ie (opera�ia ExtractMax). Ad�ugarea unui nou program în 
coad� se realizeaz� cu opera�ia Insert. 

Exist� diverse modalit��i de a implementa o coad� cu prioritate: ca un vector, ca o list� înl�n�uit�, 
ordonat� sau nu etc. Fiecare din aceste variante optimizeaz� una din cele dou� opera�ii, cealalt� 
realizându-se în timp liniar. 

O structur� de date simpl� ce permite implementarea ambelor opera�ii în timp logaritmic este heap-ul. 
Am prezentat �i analizat deja procedura InsertHeap, care realizeaz� opera�ia Insert. Extragerea 
elementului de prioritate maxim� presupune �tergerea din heap a valorii din r�d�cin�. Pentru aceasta se 
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plaseaz�  în r�d�cin� (prima pozi�ie din vector) ultimul element din heap. Evident, dimensiunea heap-ului 
scade, iar heap-ul trebuie restaurat. Cum subarborii r�d�cinii �i-au p�strat structura de heap, restaurarea 
se face combinând valoarea din r�d�cin� cu heap-urile fii. 

De exemplu, din heap-ul din figur� se extrage nodul cu valoarea 9, locul lui fiind ocupat de nodul cu 
valoarea 2. 

 

Valoarea 8 este maximul dintre valorilor fiilor r�d�cinii. Ca urmare, 8 îl înlocuie�te pe 2, apoi 2 este 
înlocuit de 7. Rezult� heap-ul urm�tor: 

În reprezentare implicit�, heap-ul  

1 2  3 4 5 6 7 8 
9 6 8 4 5 7 3 2 

a devenit 

1 2  3 4 5 6 7 
8 6 7 4 5 2 3 

 

Func�ia ExtractMax(n,H) extrage elementul de prioritate maxim� din heap-ul H de dimensiune n: 

TipCheie ExtractMax(int & n, Heap H) 
{TipCheie v=H[1];                               //retin valoarea din radacina 
 H[1]=H[n--]; 
 CombHeap(1, n); 
 return v;}                                               //restaurez heap-ul 

Complexitatea opera�iei de extragere a elementului de cheie maxim� se reduce la complexitatea 
algoritmului de combinare a dou� heap-uri, care este de O(log n). 

Min-max-heapuri 
Pentru rezolvarea anumitor probleme este necesar� uneori determinarea sau extragerea atât a valorilor 

minime cât �i a valorilor maxime. 

Defini�ie  
O coad� cu dubl� prioritate este o structur� de date abstract� format� din elemente care au asociat� o 

valoare numit� cheie sau prioritate �i care suport� urm�toarele opera�ii: 
– Insert(Q,x): insereaz� elementul x în coada cu prioritate Q; 
– ExtractMax(Q): extrage din coada Q elementul de valoare maxim�; 
– ExtractMin(Q): extrage din coada Q elementul de valoare minim�. 

 Aceast� structur� de date abstract� poate fi implementat� eficient utilizând o structur� de date numit� 
min-max-heap. 

Defini�ie  
Un min-max-heap este un arbore binar complet în care: 
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– nivelurile sunt, alternativ, niveluri minime, respectiv niveluri maxime, r�d�cina aflându-se pe un 
nivel minim; 

– dac� x este un nod situat pe un nivel minim, valoarea nodului x, este mai mic� decât toate valorile 
din nodurile subarborelui de r�d�cin� x, nodul x numindu-se nod minim; 

– dac� x este un nod situat pe un nivel maxim, valoarea sa este mai mare decât toate valorile din 
nodurile subarborelui de r�d�cin� x, nodul x numindu-se nod maxim. 

Se constat� c� nivelurile cu num�r de ordine par sunt niveluri minime, iar cele cu num�r de ordine 
impar, niveluri maxime.  

Un exemplu de min-max-heap este prezentat în figur�: 

Min-max heap-urile fiind arbori binari comple�i, reprezentarea cea mai eficient� este reprezentarea 
secven�ial�. Pentru min-max heap-ul din figur� reprezentarea va fi: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
5 20 25 7 11 11 20 17 12 17 12 13 15 

Inserarea unui nod într-un min-max-heap 
Noul nod se memoreaz� pe prima pozi�ie neocupat� din vectorul ce constituie reprezentarea 

secven�ial� a min-max heap-ului �i apoi se restaureaz� heap-ul, „promovând” valoarea nou inserat� spre 
r�d�cin� pân� ajunge în pozi�ia în care structura de min-max-heap se reface. Evident, la inserare, 
dimensiunea min-max heap-ului cre�te cu o unitate. 

De exemplu, s� inser�m nodul cu valoarea 2 în min-max-heap-ul din figur�. Noul nod va ocupa 
pozi�ia 14 în vector, tat�l s�u fiind nodul de pe pozi�ia 7, având valoarea 20. Nodul tat� este un nod de 
pe un nivel minim, deci valoarea sa trebuie s� fie mai mic� decât valorile nodurilor din subarbore. Din 
acest motiv nodul cu valoarea 2 „promoveaz�” pe nivelul superior, ajungând  în acest fel pe un nivel 
minim, iar valoarea nodului tat� coboar� în arbore. Nodul nou inserat se afl� pe pozi�ia 7 pe un nivel 
minim �i continu�m compararea valorii sale cu valorile nodurilor situate pe niveluri minime, 
„promovând-ul” cât timp este necesar, pentru a conserva structura min-max heap-ului. Se ob�ine arborele 

ob�inut din figur�: 

 

Reprezentarea implicit� este: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 13 
2 20 25 7 11 11 5 17 12 17 12 13 15 20 



Tab�ra de preg�tire a lotului na�ional de informatic� 

Or��tie, 2004 prof. Em. Cerchez 

 7 

Dac� în arborele ini�ial am insera un nod cu valoarea 30, cum 30>20 (valoarea tat�lui s�u, situat pe 
un nivel minim), trebuie s� verific�m proprietatea de min-max heap relativ la nodurile maxime de pe 
drumul spre r�d�cin�. Deci compar�m valoarea nou inserat� cu valoarea nodului de pe pozi�ia 3. Cum 
25<30, valoarea 30 „promoveaz�” în arbore. Continu�m compara�iile cu toate nodurile maxime de pe 
drumul spre r�d�cin�, „promovând” noua valoare, pân� când structura min-max heap-ului este restaurat�. 
Rezult� arborele:  

Reprezentarea implicit� este: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
5 20 30 7 11 11 20 17 12 17 12 13 15 25 

Func�ia Insert(n, H, x) insereaz� valoarea x în min-max heap-ul H, de dimensiune n. 

void Insert(int& n, MInMaxHeap H, TipCheie x) 
{int niv, fiu, tata; 
 H[++n]=x; 
 if (n>1)  
   {fiu=n;                                   //pozitia curenta a valorii x 
     niv=[log2n];                     //nivelul pe care este inserat noul nod 
     if (niv%2==0)                     //nodul este inserat pe un nivel minim 
       {tata=n/2;                         //nodul tata situat pe nivel maxim 
         if(x>H[tata])//compar cu nodurile maxime de pe  drumul spre radacina 
            {while  (tata && x>H[tata])  
          { H[fiu]=H[tata]; 
                     fiu=tata;  tata=fiu/4; } 
         H[fiu]=x; } 
         else      //compar cu nodurile minime de pe drumul spre radacina 
        {tata=fiu/4; 
             while  (tata && x<H[tata])  
                {H[fiu]=H[tata]; 
           fiu=tata; tata=fiu/4;   } 
             H[fiu]=x;} 
         else                          //nodul este inserat pe un nivel maxim 
         {tata=n/2;                        //nodul tata situat pe nivel minim 
          if(x<H[tata])//compar cu nodurile minime de pe drumul spre radacina 
             {while  (tata && x<H[tata]) 
           {H[fiu]=H[tata]; 
       fiu=tata; tata=fiu/4;   } 
              H[fiu]=x; } 
              else     //compar cu nodurile maxime de pe drumul spre radacina 
              {tata=fiu/4; 
               while  (tata && x>H[tata])  
             {H[fiu]=H[tata]; 
              fiu=tata;  tata=fiu/4;   } 
               H[fiu]=x; } 
         } 
      } 
} 
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Observa�ie  
Complexitatea procedurii de inserare a unei valori într-un min-max heap este de O(log n), valoarea 

noului nod fiind „promovat�” în cel mai defavorabil caz pân� în r�d�cina arborelui, un min-max heap 
fiind un arbore binar complet, în�l�imea sa este de O(log n). 

Extragerea nodului minim dintr-un min-max-heap 
Extragerea nodului minim revine la extragerea r�d�cinii. Valoarea r�d�cinii este înlocuit� cu valoarea 

nodului aflat pe ultima pozi�ie în arbore, apoi aceasta este „retrogradat�”, pân� la restabilirea structurii de 
min-max-heap. 

R�d�cina se afl� întotdeauna pe un nivel minim, deci pentru a restaura min-max heap-ul, compar�m 
valoarea plasat� în r�d�cin� cu valoarea celui mai mic dintre nepo�i, retrogradând succesiv aceast� 
valoare pân� la restabilirea structurii de min-max heap. Exist� situa�ia limit� când nivelul pe care se afl� 
valoarea este ultimul nivel minim, caz în care valoarea trebuie comparat� cu valorile nodurilor (dac� 
acestea exist�) de pe  nivelul maxim urm�tor �i eventual schimbate între ele. 

De exemplu, s� consider�m min-max-heapul din exemplul precedent. Valoarea r�d�cinii va fi 
temporar înlocuit� cu valoarea 15. Valoarea 15 va fi schimbat� cu 7, valoarea celui mai mic dintre 
nepo�ii s�i. Valoarea 15 este acum plasat� pe ultimul nivel minim, trebuie comparat� cu valorile 
nodurilor de pe nivelul maxim urm�tor. Astfel va fi schimbat� cu valoarea 12. Se ob�ine arborele din 

figura urm�toare: 

Reprezentarea secven�ial� a min-max heap-ului fiind: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
7 20 25 12 11 11 20 17 15 17 12 13 

 

Func�ia ExtractMin(H,n) extrage elementul minim din min-max heap-ul H, de dimensiune n: 

TipCheie ExtractMin(MinMaxHeap H, int& n) 
{int poz=1,x; 
 int gata=0;     //gata va fi 1 când terminam comparatiile pe niveluri minime 
 TipCheie v=H[n--], rez=H[1]; 
 while (!gata && 4*poz <= n)  
       {x= MinNepot(poz); //x este pozitia celui mai mic nepot al nodului poz 
       if  (v<H[x])  gata =1; 
         else   
    {H[poz]=H[x]; poz=x; } 
       } 
H[poz]=v;   
//compar cu nodurile de pe nivelul maxim urmator 
x=MinFiu(poz);              //x este pozitia celui mai mic fiu al nodului poz 
if (x <= n)                                         //exista cel putin un fiu 
  if (v>H[x]) 
   {H[poz]=H[x]; H[x]=v;} 
return rez; } 
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Extragerea elementului maxim  
Elementul de valoare maxim� este fiul r�d�cinii cu valoarea cea mai mare. Deci, pentru a extrage 

maximul dintr-un min-max heap, se înlocuie�te cel mai mare dintre fiii r�d�cinii cu valoarea ultimului 
nod, „retrogradând” succesiv aceast� valoare pân� când structura de min-max heap este restabilit�. 

În situa�ia limit� când nu exist� nivel maxim, va fi extras� valoarea nodului r�d�cin�. 

De exemplu, s� extragem elementul maxim din min-max-heapul din exemplul precedent. Acesta este 
nodul cu valoarea 25. Valoarea ultimului nod va fi temporar plasat� în nodul 3. Nodul extras se afl� 
întotdeauna pe un nivel maxim. Vom compara succesiv noua valoare cu valoarea celui mai mare dintre 
nepo�i, eventual retrogradând-o, pân� la restabilirea structurii de min-max heap, sau pân� când nu mai 
exist� nepo�i. În cazul în care unul din fiii situa�i pe nivelul minim urm�tor ar avea o valoare mai mare, le 
interschimb�m. Deci interschimb�m valoarea 15 cu valoarea 20. Ob�inem arborele: 

 

Reprezentarea secven�ial� a acestui arbore este: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
5 20 20 7 11 11 15 17 12 17 12 13 

Func�ia ExtractMax(H,n) extrage valoarea maxim� din min-max heap-ul H, de dimensiune n: 

TipCheie ExtractMax(MinMaxHeap H, int& n) 
{int poz=2, x, gata=0; 
 if (n==1)                                          //exista un singur nod 
     {n=0; return H[1];} 
 TipCheie rez=H[2], v; 
 if (n>2 && H[3]>H[2])  
  {rez=H[3]; poz=3;} 
 v=H[n--];                                   // restauram min-max heap-ul 
  while (!gata && 4*poz <=n)  
       {x=MaxNepot(poz);//x este pozitia celui mai mare nepot al nodului poz 
        if  (v>H[x]) gata=1; 
              else   
              {H[poz]=H[x]; poz=x;} 
         } 
H[poz]=v;   
//compar cu nodurile de pe nivelul minim  urmator 
x=MaxFiu(poz);             //x este pozitia celui mai mare fiu al nodului poz 
if (x <= n)                                         //exista cel putin un fiu 
  if (v<H[x])   
  {H[poz]=H[x]; H[x]=v;} 
return rez;} 

Observa�ie   
Complexitatea opera�iilor ExtractMin() �i ExtractMax() este logaritmic�, fiind urmat�, în 

cazul cel mai defavorabil, de o eventual� actualizare a valorilor nodurilor de pe drumul de la nodul extras 
pân� la ultimul nivel. 
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Heap-uri binomiale 
În sec�iunile precedente am extins no�iunea de coad� cu prioritate, definind o nou� structura de date 

abstract�, coada cu dubl� prioritate, care s� permit� extragerea eficient� atât a elementului minim, cât �i a 
elementului maxim.  

O alt� opera�ie util� pe cozi cu prioritate ar fi opera�ia Union(Q1,Q2) care s� unifice cozile cu 
prioritate Q1 �i Q2. Se va crea o nou� coad� cu prioritate, care s� con�in� toate elementele din Q1 �i Q2, 
cozile Q1 �i Q2 fiind distruse. 

Aceast� opera�ie nu poate fi implementat� în mod eficient cu ajutorul heap-urilor, singura solu�ie 
acceptabil� fiind de a concatena heap-urile �i apoi de a aplica pentru restaurare procedura 
CombHeap(), care necesit� un timp liniar. 

O solu�ie în acest sens o constituie heap-urile binomiale. 

Defini�ie 
Un arbore binomial Bn este 

– format dintr-un singur nod, dac� n=0; 
– format din doi arbori binomiali Bn-1, astfel încât r�d�cina unuia este cel mai din stânga fiu al r�d�cinii 

celuilalt, dac� n>0. 

De exemplu,  

Lem� (Propriet��i ale arborilor binomiali) 
Arborele binomial Bn are urm�toarele propriet��i: 

– con�ine 2n noduri; 
– are în�l�imea n; 
– pe nivelul i, ∀i∈{0, 1, ..., n}, exist� Cni noduri; 
– r�d�cina are gradul n, mai mare decât al oric�rui alt nod din arbore; mai mult, dac� numerot�m fiii  

r�d�cinii  de  la stânga la dreapta cu n-1, n-2, ..., 0, fiul i este r�d�cina subarborelui Bi. 

Demonstra�ie 
Vom face demonstra�ia prin induc�ie dup� n.  

Pentru n=0, toate cele patru propriet��i sunt verificate în mod trivial. Presupunem propriet��ile 
adev�rate pentru n-1 �i demonstr�m propriet��ile pentru n. 

Bn const�  din  dou� copii ale arborelui binomial Bn-1, deci are 2n-1 +2n-1=2n noduri. 

Din modul de construc�ie a arborelui Bn, deducem c� în�l�imea lui Bn este cu o unitate mai mare  decât  
în�l�imea arborelui  Bn-1,  deci în�l�imea este n-1+1=n. 

Fie N(n,i) num�rul de noduri de pe nivelul i din Bn. Cum Bn este format din doi arbori Bn-1, pe 
nivelul i, ∀i∈{2, 3, ..., n-1}, se g�sesc nodurile de pe nivelul i dintr-un arbore Bn-1 �i nodurile de pe 
nivelul i-1 din cel�lalt Bn-1. 
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N n i N n i N n i C C Cn
i

n
i

n
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−1 1 1 1 1
1

 
Pe nivelul 0 se g�se�te un singur nod (r�d�cina) =Cn0, iar nivelul n este constituit din nivelul n-1 al 

unui arbore Bn-1, deci din 1=Cnn noduri.  

Singurul nod din Bn care are grad mai mare decât nodurile din Bn-1 este r�d�cina, care are un fiu mai 
mult decât r�d�cina arborelui Bn-1. Cum din ipoteza inductiv� r�d�cina arborelui Bn-1 are gradul n-1, 
deducem c� gradul r�d�cinii arborelui Bn este n. Tot din ipoteza inductiv�, fiii r�d�cinii arborelui Bn-1 
sunt, de la stânga la dreapta, respectiv, r�d�cinile arborilor Bn-2, Bn-3, ..., B0. Când Bn-1 este plasat drept 
cel mai din stânga fiu al r�d�cinii arborelui Bn-1, subarborii r�d�cinii arborelui Bn sunt, de la stânga la 
dreapta, Bn-1, Bn-2 ,..., B0. 

Observa�ie  
Denumirea arbore binomial provine de la faptul c� num�rul de noduri de pe nivelul i este Cni, valori 

denumite coeficien�i binomiali. 

Defini�ie  
Un heap binomial (B-heap) este o p�dure format� din arbori binomiali ce satisfac urm�toarele 

propriet��i: 
– fiecare arbore binomial este un heap; 
– în B-heap nu exist� doi arbori binomiali pentru care r�d�cinile s� aib� acela�i grad. 

Observa�ie 
Dac� fiecare arbore binomial este un max-heap, B-heap-ul se va numi max-heap binomial �i în acest 

caz r�d�cina fiec�rui arbore binomial con�ine elementul cu valoarea maxim�. Dac� fiecare arbore 
binomial este un min-heap, B-heap-ul se va numi min-heap binomial �i în acest caz r�d�cina fiec�rui 
arbore binomial con�ine elementul cu valoarea minim�. În continuare, prin heap vom în�elege un max-
heap, cazul min-heap poate fi tratat în mod similar. 

A doua condi�ie din defini�ia B-heap-ului asigur� faptul c� un B-heap cu n noduri poate con�ine cel 
mult [log2n]+1 arbori binomiali, deoarece reprezentarea binar� a lui n are [log2n]+1 bi�i.  

Conform propriet��ii 1. din lem�, arborele 
binomial Bi apare în B-heap-ul cu n noduri dac� 
�i numai dac� bit-ul bi din descompunerea binar� 
a lui n este 1. Deci, un B-heap cu n noduri 
con�ine cel mult [log2n]+1 arbori binomiali. 
De exemplu, în figur� este reprezentat un B-heap 
cu n=11 noduri.  

 

Reprezentarea heap-urilor binomiale 
Vom transforma fiecare arbore binomial într-un arbore binar, utilizând reprezentarea fiu-frate, în plus 

re�inând pentru fiecare nod din arbore �i un pointer c�tre p�rintele s�u. 

Vom reprezenta B-heap-ul re�inând pozi�ional într-un vector H de dimensiune [log2n]+1 pointeri 
spre r�d�cinile arborilor binomiali din heap-ul binomial, sau NULL dac� arborele binomial corespunz�tor 
pozi�iei lipse�te din B-heap. 

Unificarea heap-urilor binomiale 
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Pentru a unifica dou� B-heap-uri unific�m succesiv to�i arborii binomiali de acela�i grad, pân� când 
p�durea ob�inut� con�ine numai arbori binomiali având r�d�cini de grade diferite. Spre exemplu s� 
unific�m heap-ul din figura precedent� cu urm�torul heap: 

Ob�inem B-heap-ul: 

Func�ia Union(H1,H2) unific� B-heap-urile H1 �i H2 �i întoarce B-heap-ul rezultat. 

BHeap Union (BHeap H1, BHeap H2) 
{ 
BHeap H; 
ArboreBinomial T=NULL;                                //arbore de “transport” 
for (int i=1; i<=Lg; i++) 
     if (H1[i] && H2[i])       //exista doi arbori binomiali de acelasi grad 
       if (T)                 // exista si un arbore binomial de “transport” 
            {H[i]=T; 
             T=UnionArbBin(H1[i], H2[i]);} 
            else                //nu exista arbore de “transport” 
            {H[i]=NULL; 
             T=UnionArbBin(H1[i], H2[i]);} 
        else                    //exista un singur arbore de grad i 
        if (T)                  // exista un arbore binomial de “transport” 
       {H[i]=NULL; 
        if (H1[i]) T=UnionArbBin(T, H1[i]); 
       else  T=UnionArbBin(T, H2[i]);} 
       else                 //nu exista arbore de “transport” 
       if (H1[i])H[i]=H1[i] 
      else  H[i]=H2[i]; 
return H;} 

Observa�ie  
Lg este o constant� global� care indic� num�rul maxim de arbori binomiali dintr-un heap. Am 

presupus c� prin opera�ia de unificare a dou� B-heap-uri num�rul maxim de arbori dintr-un B-heap nu 
este dep��it. Testând valoarea variabilei T la sfâr�itul func�iei Union() putem da eventual un mesaj de 
eroare, în cazul în care în urma unific�rii T≠NULL, deci s-a ob�inut prin transport un arbore mai mult 
decât num�rul maxim de arbori din B-heap. 

În func�ia Union() am apelat func�ia UnionArbBin(), care realizeaz� unificarea a doi arbori 
binomiali de acela�i grad: 
ArboreBinomial UnionArbBin (ArboreBinomial T1, ArboreBinomial T2) 
{if (T1->inf < T2->inf) //T1 va fi cel mai din stanga fiu al radacinii lui T2 
     {T1->p=T2;      //radacina arborelui T2 va fi parintele radacinii lui T1 
      T1->frate=T2->fiu;   
               //primul fiu al radacinii lui T2 devine primul frate al lui T1 
      T2->fiu=T1;                            //T1 devine primul fiu al lui T2 
      return T2;} 
                        //T2 va fi cel mai din stanga fiu al radacinii lui T1 
T2->p=T1;            //radacina arborelui T1 va fi parintele radacinii lui T2 
T2->frate=T1->fiu;  
               //primul fiu al radacinii lui T1 devine primul frate al lui T2 
T1->fiu=T2;                                  //T2 devine primul fiu al lui T1 
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return T1;} 

 

Inserarea unei valori într-un heap binomial 
Func�ia InsertBHeap(H,x) insereaz� valoarea x în heapul binomial H. În acest scop se 

construie�te un heap binomial format numai din valoarea x, care apoi este unificat cu heap-ul H. 

void InsertBHeap (BHeap H, TipCheie x) 
{BHeap H1; 
 ArboreBinomial T; 
                        //creez arborele binomial format numai din valoarea x 
 T=new Nod; T->inf=x; 
 T->p=T->fiu=T->frate=NULL; 
            // construiesc B-heap-ul H1, format numai din arborele binomial T 
 H1[0]=T; 
 for (int i=1; i<=Lg; i++) H1[i]=NULL; 
 H=Union(H, H1);} 

Extragerea nodului de valoare maxim� dintr-un heap binomial 
Func�ia ExtractMax(H)extrage nodul de valoare maxim� din B-heap-ul H. Pentru aceasta 

determin�m arborele binomial T care con�ine în r�d�cin� cea mai mare valoare �i îl elimin�m din B-heap-
ul H. Extragem valoarea maxim� din r�d�cina arborelui binomial T, ob�inând astfel o p�dure de arbori 
binomiali (subarborii r�d�cinii lui T), deci un nou B-heap H1, pe care îl unific�m cu B-heap-ul H. 

TipCheie ExtractMax (BHeap H) 
{BHeap H1; 
 TipCheie vmax= -Infinit;     //cea mai mica valoare posibila pentru TipCheie 
 int pmax;            //determin arborele binomial ce contine valoarea maxima 
 for (int i=0; i<=Lg; i++)  
    if (H[i] && H[i]->inf > vmax)  
   {vmax=H[i]->inf; pmax=i;} 
ArboreBinomial T=H[pmax]; //arborele binomial ce contine valoarea maxima vmax 
H[pmax]=NULL;                                           //extrag T din B-heap 
            //construiesc B-heap-ul H1, format din subarborii radacinii lui T 
for (i=0; i<=Lg; i++) H1[i]=NULL; 
ArboreBinomial q=T->fiu;  
for (i=pmax-1; i>=0; i--)             //consider subarborii in ordine inversa 
   {H1[i]=q; q=q->frate;} 
H=Union(H, H1);                          //unific B-heap-ul H cu B-heap-ul H1 
return vmax;} 

Complexitatea opera�iilor pe heap-uri binomiale 
Num�rul maxim de arbori într-un B-heap cu n noduri este [log2n]+1. Unificarea a doi arbori 

binomiali se realizeaz� în timp constant, deci unificarea a dou� B-heap-uri se realizeaz� în timp 
logaritmic. 

Observa�ie 
Pentru claritate, în func�ia de unificare a dou� heap-uri binomiale am parcurs complet vectorii ce 

reprezint� B-heap-urile, ceea ce face ca algoritmul s� fie logaritmic în func�ie de num�rul maxim de  
noduri  dintr-un B-heap. O modificare facil�, pe aceea�i idee, poate conduce la un algoritm logaritmic în 
func�ie de max(n1,n2), num�rul efectiv de noduri din B-heap-urile care se unific�. 

Opera�iile Insert() �i ExtractMax(), bazându-se pe opera�ia de Union(), au de asemenea 
complexitate logaritmic�. 

 


