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Structuri de date arborescente

Heap-uri

Situatii practice impun in mod frecvent alegerea dintr-o multime dinamica de valori a uneia sau unora
care indeplinesc anumite conditii. Spre exemplu, o firmd are in vedere spre onorare, In primul rand
comenzile cele mai rentabile. Este deci necesar, ca o structura de date dinamica adecvata, sd ofere cu
,efort” minim de prelucrare, informatia cerutd de un anumit criteriu de optim. Constatam ca este vorba
despre selectarea unor informatii dintr-un volum de date, organizate dupa un criteriu stabilit. O astfel de
facilitate de prelucrare este oferitd de o categorie de arbori binari, cunoscuti in literatura de specialitate
sub numele de heap-uri.

Min-heapuri si max-heapuri

Definitie
Un max-heap este un arbore binar complet 1n care valoarea memoratd in orice nod al sdu este mai
mare sau egala decat valorile memorate Tn nodurile fii ai acestuia.

Corespunzator se poate defini min-heap-ul, ca un arbore binar complet 1n care valoarea memorata in
orice nod este mai mica sau egald decat valorile memorate Tn nodurile fii ai acestuia.

In cele ce urmeaza, un max-heap va fi numit heap, urmand ca atunci cind este vorba despre un min-
heap, aceasta sa se precizeze in mod explicit.

Un heap fiind un arbore binar complet, reprezentarea cea mai adecvata este reprezentarea secventiala.
Daca heap-ul are n noduri, numerotate de la 1 la n, va fi suficient sa retinem informatiile asociate
nodurilor intr-un vector cu n elemente, relatiile dintre noduri fiind implicite. Mai exact, daca x este un
nod oarecare din heap, fiul sting al lui x, fiul drept, respectiv nodul parinte al lui x pot fi determinati cu
formulele:

~ 2x+1 daca2x+1<n
_ | 2x, daci2x <n  dr(x)= { D ~
st(x) = {nu existd, dacd2x >n nu existd, daca2x+1>n
_[x/2], dacax >1
tata(x) = {nu existd, dacaix =1

Utilizand reprezentarea secventiala, putem reformula definitia unui heap astfel:
Definitie

Tabloul H[1..n] formeazad un max-heap dacaH[i]<H[i/2],Vie{2, 3, ..., n}.
Tabloul H[1. .n] formeaza un min-heap dacaH[i]2H[i/2],Vie {2, 3, ..., n}.

De exemplu, arborele binar complet din figura este un max-heap.

ﬂ si va fi reprezentat implicit:
1 2 3 4 5

(1) (8 [0 [7 [5 |5 [7 |
® @




HEAP-URI

Crearea unui heap prin inserari succesive

O primad solutie este de a insera succesiv elementele Tn heap, plecand initial de la heap-ul format
dintr-un singur element:
void CreareHeap ()
//organizeaza ca heap vectorul global H, inserdnd succesiv elemente
{for (int i=2; i<=n; i++) InsertHeap(i-1, HI[i]); }

Inserarea unui nod intr-un heap

Fie H[1..n] un heap cu n elemente §i x valoarea ce trebuie inseratd. Valoarea x va fi memorata in
heap pe pozitia n+1, apoi se restaureaza eventual heap-ul, promovand” valoarea x spre radacind, pana
cand proprietatea de heap este restabilita.

De exemplu, sa inseram valoarea 10 in heap-ul din figura:

Valoarea inseratda va ocupa pozitia 6. Pentru a conserva
proprietatea de heap, valoarea 10 trebuie promovatd pana in
radacina, valorile de pe drumul parcurs spre radacina fiind

retrogradate succesiv, cu un nivel. @ O 10
=

Rezulta arborele:

Modificarile sunt aplicate de fapt vectorului ce constituie
reprezentarea implicita:

1 2 3 4 5 6

(s &) [To]7 9 [5 17 [5 ]

void InsertHeap (int n, TipCheie x)
//insereazd valoarea x in heap-ul H de dimensiune n
{
int fiu=++n; //fiu indica pozitia pe care trebuie plasata valoarea x
int tata=n/2;
while (tata && H[tatal<x) // valoarea x trebuie “promovata”
{H[fiul=H[tata]l;
fiu=tata; tata=fiu/2;}
H{fiu]=x;}

Observatie
Analizdnd complexitatea procedurii de inserare deducem ca, in cazul cel mai defavorabil, valoarea
nou inseratd urcd pand in radacina arborelui, deci necesita O (h) operatii elementare, unde h este

indltimea heap-ului. Un heap fiind un arbore binar complet, inaltimea sa h va fi [Log,n], deci inserarea
unui nod Intr-un heap cu n elemente este de O (1log n).

Sa estimam complexitatea in cazul cel mai defavorabil a procedurii de constructie a heap-ului prin
inserdri succesive. Daca toate cele 2 valori de pe nivelul i urca pana 1n radacina, obtinem:

[log n] [log n]

D i-2" <logn Y 2" =O(nlogn)
i=1 i=1
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Crearea unui heap prin combinari succesive

O strategie mai eficienta de constructie a unui heap se bazeaza pe ideea de echilibrare. Apelul functiei
InsertHeap (n, x) poate fi interpretat ca o combinare de doua heap-uri: un heap cu n elemente §i un
heap format numai din elementul x. Putem construi heap-ul cu rddacina H[1i] combinind la fiecare pas
i doud heap-uri de dimensiuni apropiate: heap-ul cu radacina 21i cu heap-ul cu rddacina 2i+1 si cu
elementul H[1].
void CreareHeap ()

//organizeaza ca heap vectorul global H
{for (int i=n/2; i; i--) CombHeap (i,n);}

Functia CombHeap (i1, n) combina elementul H[1] cu heap-ul cu radacina 2i §i cu heap-ul cu
rddacina 2i+1.
void CombHeap (int i, int n)

{
TipCheie v = H[i];

int tata=i; //tata indica pozitia pe care va fi plasata valoarea v

int fiu=2%*i; //fiul stang
while (fiu<=n)

{if (fiu<n) //exista fiu drept

if (H[fiul<H[fiu+1]) fiu++; //fiu indica fiul cu valoarea cea mal mare

if (v<H[fiu])
{H[tatal=H[fiu]; // valoarea celui mai mare dintre fii urca in arbore

tata=fiu; //v coboara 1n arbore
fiu=fiu*2;}

else

fiu=n+1; //am determinat pozitia corecta pentru v

}
H[tatal= v;}

De exemplu, organizarea ca heap a vectorului H={0, 7,3, 5,1,10, 20} se face in 3 pasi.
La pasul 1=3 se apeleazd CombHeap (3, 7): @
Deci H={0,7,20,5,1,10, 3}.

La pasul 1=2 se apeleazd CombHeap (2, 7):

La pasul 1=1, se apeleaza CombHeap (1, 7):

N NN

Deci heap-ul in reprezentare implicita este H={20, 7,10, 5,1, 0, 3}.

Complexitatea algoritmului

Notam h=[log,n] inaltimea heap-ului. Pentru fiecare nod x de pe nivelul i, ie{0, 1, ..., h-1},
pentru a construi seap-ul cu radacina x se fac cel mult h—1i coborari a valorii x 1n arbore. Deci, in cazul
cel mai defavorabil, numarul de operatii elementare efectuate de algoritm pentru a construi un heap cu n
elemente este:
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h=1 h h . h .
T, <32 h-=)j-27=>2"L <3 L con=0(m
i=0 = = 27 = 27
Algoritmul de constructie a unui seap a devenit astfel liniar.

Heapsort

O prima aplicatie este sortarea unui vector cu ajutorul seap-urilor, metoda cunoscuta sub denumirea
de heapsort.

Primul pas este de a organiza vectorul ca un heap. Deoarece, conform proprietatii de heap, elementul
maxim din vector este plasat in rddacina heap-ului, deci pe pozitia 1, el poate fi plasat pe pozitia sa
corectd, interschimbandu-1 cu elementul de pe pozitia n. Noul element din rddacina heap-ului nu respecta
proprietatea de heap, dar subarborii radacinii rdman heap-uri. Prin urmare trebuie restaurat heap-ul,
apeland functia CombHeap (1, n—1). Elementul de pe pozitia n fiind deja pe pozitia sa corecta nu mai
este inclus 1n heap. Procedeul se repeta pand cand toate elementele vectorului sunt plasate pe pozitiile lor
corecte. Functia HeapSort () ordoneaza crescator vectorul global H cu n elemente:
void HeapSort ()

{ TipCheie aux;
CreareHeap () ;

for (int i=n; 1i>1; i--) //plaseaza corect un element pe pozitia i
{ aux=H[1l]; H[1]=H[i]; H[i]=aux; //interschimba elementul H[i] cu H[1]
CombHeap (1, i-1); } //restaureaza heap-ul

Complexitatea algoritmului

Complexitatea algoritmului heapsort este de O (n 1og n), crearea heap-ului fiind liniara, iar fiecare
dintre cele n—1 apeluri ale functiei CombHeap () fiind de O (log n). Deci algoritmul de sortare cu
ajutorul heap-urilor este optimal in cazul cel mai defavorabil.

Cozi cu prioritate

Algoritmul heapsort este un algoritm optimal in cazul cel mai defavorabil, dar de obicei in practica
este utilizat algoritmul de sortare rapida (quicksort), chiar daca acesta este optimal doar Tn medie. Cea
mai frecvent utilizata aplicatie a unui heap este implementarea cozilor cu prioritate.

Definitie

O coada cu prioritate este o structurd de date abstractd formatad din elemente care au asociatd o
valoare numita cheie sau prioritate si care suportd urmatoarele operatii:

— Insert (Q, x):insereaza elementul x in coada cu prioritate Q;

— ExtractMax (Q): extrage din coada cu prioritate Q elementul de valoare maxima.

Observatie
In mod analog se poate defini o coada cu min-prioritate, pentru care intereseaza operatia de extragere
din coada a elementului de prioritate minima.

Existd multe aplicatii ale cozilor cu prioritate. De exemplu, planificarea executiei programelor pe un
calculator: coada cu prioritate retine programele ce trebuie executate 1n functie de prioritatile lor
relative. Cand se incheie sau se Intrerupe executia unui program, programul cu cea mai mare prioritate
din coada este selectat si lansat in executie (operatia Ext ractMax). Addugarea unui nou program in
coada se realizeaza cu operatia Insert.

Existd diverse modalitati de a implementa o coada cu prioritate: ca un vector, ca o listd Tnlantuita,
ordonatad sau nu etc. Fiecare din aceste variante optimizeazd una din cele doud operatii, cealalta
realizandu-se 1n timp liniar.

O structura de date simpla ce permite implementarea ambelor operatii in timp logaritmic este heap-ul.
Am prezentat si analizat deja procedura InsertHeap, care realizeaza operatia Insert. Extragerea
elementului de prioritate maxima presupune stergerea din heap a valorii din radacind. Pentru aceasta se
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plaseaza in rddacind (prima pozitie din vector) ultimul element din seap. Evident, dimensiunea heap-ului
scade, iar heap-ul trebuie restaurat. Cum subarborii radacinii si-au pastrat structura de heap, restaurarea
se face combinand valoarea din radacind cu heap-urile fii.

De exemplu, din seap-ul din figurd se extrage nodul cu valoarea 9, locul lui fiind ocupat de nodul cu
valoarea 2.

O Lo

6 & @

D B & 3 wd &
2

Valoarea 8 este maximul dintre valorilor fiilor radacinii. Ca urmare, 8 il inlocuieste pe 2, apoi 2 este
inlocuit de 7. Rezultd heap-ul urmator:

9 In reprezentare implicita, heap-ul
1 2 3 4 5 6 7 8
55 [o [e6 [8 [4 [5 [7 [3 ]2 ]
a devenit

1 2 3 4 5 6 7

'ﬂﬁ' [ |6 [7 [4 [5 [2 |3 |

Functia Ext ractMax (n, H) extrage elementul de prioritate maxima din heap-ul H de dimensiune n:

TipCheie ExtractMax (int & n, Heap H)

{TipCheie v=H[1]; //retin valoarea din radacina

H[1]=H[n--];

CombHeap (1, n);

return v;} //restaurez heap-ul
Complexitatea operatiei de extragere a elementului de cheie maximd se reduce la complexitatea

algoritmului de combinare a doud heap-uri, care este de O (Log n).

Min-max-heapuri

Pentru rezolvarea anumitor probleme este necesara uneori determinarea sau extragerea atat a valorilor
minime cat si a valorilor maxime.

Definitie

O coada cu dubla prioritate este o structura de date abstractd formatd din elemente care au asociati o
valoare numitd cheie sau prioritate si care suporta urmatoarele operatii:

— Insert (Q, x): insereazd elementul x Tn coada cu prioritate Q;

— ExtractMax (Q): extrage din coada Q elementul de valoare maxima;

— ExtractMin (Q): extrage din coada Q elementul de valoare minima.

Aceasta structurd de date abstractd poate fi implementata eficient utilizdnd o structura de date numita
min-max-heap.

Definitie

Un min-max-heap este un arbore binar complet in care:

5
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— nivelurile sunt, alternativ, niveluri minime, respectiv niveluri maxime, radacina aflandu-se pe un
nivel minim;

— daca x este un nod situat pe un nivel minim, valoarea nodului x, este mai micad decat toate valorile
din nodurile subarborelui de radacina x, nodul x numindu-se nod minim;

— daca x este un nod situat pe un nivel maxim, valoarea sa este mai mare decat toate valorile din
nodurile subarborelui de radacina x, nodul x numindu-se nod maxim.

Se constatd ca nivelurile cu numar de ordine par sunt niveluri minime, iar cele cu numar de ordine
impar, niveluri maxime.

Un exemplu de min-max-heap este prezentat in figura:

Min-max heap-urile fiind arbori binari completi, reprezentarea cea mai eficientd este reprezentarea
secventiald. Pentru min-max heap-ul din figurd reprezentarea va fi:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
[5 [20 [25 [7 |11 [11 20 |17 [12 [17 |12 |13 [15 |

Inserarea unui nod intr-un min-max-heap

Noul nod se memoreazd pe prima pozitie neocupatd din vectorul ce constituie reprezentarea
secventiald a min-max heap-ului si apoi se restaureaza heap-ul, ,,promovdnd” valoarea nou inserata spre
radacina pand ajunge in pozitia in care structura de min-max-heap se reface. Evident, la inserare,
dimensiunea min-max heap-ului creste cu o unitate.

De exemplu, sa inserdm nodul cu valoarea 2 in min-max-heap-ul din figura. Noul nod va ocupa
pozitia 14 in vector, tatdl sau fiind nodul de pe pozitia 7, avand valoarea 20. Nodul tata este un nod de
pe un nivel minim, deci valoarea sa trebuie sd fie mai mica decat valorile nodurilor din subarbore. Din
acest motiv nodul cu valoarea 2 ,,promoveaza” pe nivelul superior, ajungdnd in acest fel pe un nivel
minim, iar valoarea nodului tatd coboara in arbore. Nodul nou inserat se afla pe pozitia 7 pe un nivel
minim §i continudm compararea valorii sale cu valorile nodurilor situate pe niveluri minime,
,promovand-ul” cat timp este necesar, pentru a conserva structura min-max heap-ului. Se obtine arborele

obtinut din figura:

Reprezentarea implicita este:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 13
[2 [20 J25 |7 [11 11 |5 J17 [12 17 |12 [13 |15 [20 |
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Daca in arborele initial am insera un nod cu valoarea 30, cum 30>20 (valoarea tatdlui sdu, situat pe
un nivel minim), trebuie sa verificdm proprietatea de min-max heap relativ la nodurile maxime de pe
drumul spre radacina. Deci comparam valoarea nou inseratd cu valoarea nodului de pe pozitia 3. Cum
25<30, valoarea 30 ,,promoveaza” 1n arbore. Continudm comparatiile cu toate nodurile maxime de pe
drumul spre radacina, ,,promovand” noua valoare, pand cand structura min-max heap-ului este restaurata.
Rezulta arborele:

Reprezentarea implicita este:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
[5 [20 [30 [7 [11 [11 20 |17 [12 [17 |12 [13 [15 |25 |
Functia Insert (n, H, x) insereaza valoarea x in min-max heap-ul H, de dimensiune n.

void Insert (int& n, MInMaxHeap H, TipCheie x)
{int niv, fiu, tata;
H{++n]=x;

if (n>1)
{fiu=n; //pozitia curenta a valorii x
niv=[logpn]; //nivelul pe care este inserat noul nod
if (niv%2==0) //nodul este inserat pe un nivel minim
{tata=n/2; //nodul tata situat pe nivel maxim

if (x>H[tata])//compar cu nodurile maxime de pe drumul spre radacina
{while (tata && x>H[tatal)
{ H[fiu]l=H[tatal;
fiu=tata; tata=fiu/4; }
H{fiu]=x; }
else //compar cu nodurile minime de pe drumul spre radacina
{tata=fiu/4;
while (tata && x<H[tata])
{H[fiul=H[tata]l;
fiu=tata; tata=fiu/4; }
H{fiu]=x;}
else //nodul este inserat pe un nivel maxim
{tata=n/2; //nodul tata situat pe nivel minim
if (x<H[tata])//compar cu nodurile minime de pe drumul spre radacina
{while (tata && x<H[tatal)
{H[{fiul=H[tata]l;
fiu=tata; tata=fiu/4; }
H{fiu]l=x; }
else //compar cu nodurile maxime de pe drumul spre radacina
{tata=fiu/4;
while (tata && x>H[tatal])
{H[fiul=H[tata]l;
fiu=tata; tata=fiu/4; }
H{fiu]=x; }
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Observatie
Complexitatea procedurii de inserare a unei valori intr-un min-max heap este de O (1log n), valoarea
noului nod fiind ,,promovata” in cel mai defavorabil caz pand 1n rddacina arborelui, un min-max heap

fiind un arbore binar complet, inaltimea sa este de O (1og n).

Extragerea nodului minim dintr-un min-max-heap

Extragerea nodului minim revine la extragerea radacinii. Valoarea radacinii este inlocuitd cu valoarea
nodului aflat pe ultima pozitie in arbore, apoi aceasta este ,,retrogradata”, pana la restabilirea structurii de
min-max-heap.

Rédacina se afla intotdeauna pe un nivel minim, deci pentru a restaura min-max heap-ul, comparam
valoarea plasatd in rddacind cu valoarea celui mai mic dintre nepoti, retrogradidnd succesiv aceasta
valoare pana la restabilirea structurii de min-max heap. Exista situatia limita cand nivelul pe care se afla
valoarea este ultimul nivel minim, caz in care valoarea trebuie comparata cu valorile nodurilor (daca
acestea exista) de pe nivelul maxim urmator si eventual schimbate intre ele.

De exemplu, sd consideram min-max-heapul din exemplul precedent. Valoarea radacinii va fi
temporar Tnlocuita cu valoarea 15. Valoarea 15 va fi schimbatd cu 7, valoarea celui mai mic dintre
nepotii sdi. Valoarea 15 este acum plasatd pe ultimul nivel minim, trebuie comparatd cu valorile
nodurilor de pe nivelul maxim urmator. Astfel va fi schimbatd cu valoarea 12. Se obtine arborele din

figura urmatoare:

Reprezentarea secventiald a min-max heap-ului fiind:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
[7 [20 J25 [12 11 J11 |20 J17 |15 [17 [12 [13 |

Functia ExtractMin (H, n) extrage elementul minim din min-max heap-ul H, de dimensiune n:

TipCheie ExtractMin (MinMaxHeap H, inté& n)
{int poz=1, x;
int gata=0; //gata va fi 1 cind terminam comparatiile pe niveluri minime
TipCheie v=H[n--], rez=H[1l];
while (!gata && 4*poz <= n)
{x= MinNepot (poz); //x este pozitia celui mai mic nepot al nodului poz
if (V<H[x]1) gata =1;
else
{H[poz]=H[x]; poz=x; }
}
Hl[poz]=v;
//compar cu nodurile de pe nivelul maxim urmator
x=MinFiu (poz); //x este pozitia celui mai mic fiu al nodului poz
if (x <= n) //exista cel putin un fiu
if (v>H[x])
{H[poz]=H[x]; H[x]=v;}
return rez; }



Tabara de pregétire a lotului national de informatica

Oragtie, 2004 prof. Em. Cerchez

Extragerea elementului maxim

Elementul de valoare maxima este fiul radacinii cu valoarea cea mai mare. Deci, pentru a extrage
maximul dintr-un min-max heap, se inlocuieste cel mai mare dintre fiii rddacinii cu valoarea ultimului
nod, ,,retrogradand” succesiv aceasta valoare pana cand structura de min-max heap este restabilita.

In situatia limita cind nu exista nivel maxim, va fi extrasd valoarea nodului radacina.

De exemplu, sa extragem elementul maxim din min-max-heapul din exemplul precedent. Acesta este
nodul cu valoarea 25. Valoarea ultimului nod va fi temporar plasatd in nodul 3. Nodul extras se afla
intotdeauna pe un nivel maxim. Vom compara succesiv noua valoare cu valoarea celui mai mare dintre
nepoti, eventual retrogradand-o, pand la restabilirea structurii de min-max heap, sau pana cand nu mai
existd nepoti. In cazul in care unul din fiii situati pe nivelul minim urmitor ar avea o valoare mai mare, le
interschimbdam. Deci interschimbam valoarea 15 cu valoarea 2 0. Obtinem arborele:

Reprezentarea secventiald a acestui arbore este:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
{5 [20 J20 |7 [z11 [11 J15 |17 12 |17 [12 13 |
Functia ExtractMax (H, n) extrage valoarea maxima din min-max heap-ul H, de dimensiune n:

TipCheie ExtractMax (MinMaxHeap H, inté& n)
{int poz=2, x, gata=0;
if (n==1) //exista un singur nod
{n=0; return H[1];}
TipCheie rez=H[2], vV;
if (n>2 && H[3]>H[2])
{rez=H[3]; poz=3;}
v=H[n--1; // restauram min-max heap-ul
while (!gata && 4*poz <=n)
{x=MaxNepot (poz);//x este pozitia celui mai mare nepot al nodului poz
if (v>H[x]) gata=1;
else
{H[poz]=H[x]; poz=x;}
}
H[poz]=v;
//compar cu nodurile de pe nivelul minim urmator

x=MaxFiu (poz); //x este pozitia celui mai mare fiu al nodului poz
if (x <= n) //exista cel putin un fiu
if (v<H[x])
{H[poz]=H[x]; H[x]=v;}

return rez;}

Observatie

Complexitatea operatiilor ExtractMin () si ExtractMax () este logaritmica, fiind urmata, in
cazul cel mai defavorabil, de o eventuala actualizare a valorilor nodurilor de pe drumul de la nodul extras
pana la ultimul nivel.
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Heap-uri binomiale

In sectiunile precedente am extins notiunea de coada cu prioritate, definind o noud structura de date
abstracta, coada cu dubla prioritate, care sa permitd extragerea eficientd atit a elementului minim, cit si a
elementului maxim.

O alta operatie utild pe cozi cu prioritate ar fi operatia Union (Q;, Q,) care sd unifice cozile cu
prioritate Q; si Q,. Se va crea o noud coada cu prioritate, care sa contina toate elementele din Q; si Q,,
cozile Q, si Q, fiind distruse.

Aceastd operatie nu poate fi implementatd Tn mod eficient cu ajutorul heap-urilor, singura solutie
acceptabila fiind de a concatena heap-urile si apoi de a aplica pentru restaurare procedura
CombHeap (), care necesitd un timp liniar.

O solutie in acest sens o constituie seap-urile binomiale.

Definitie
Un arbore binomial B, este

— format dintr-un singur nod, daca n=0;

— format din doi arbori binomiali B, _;, astfel incat radacina unuia este cel mai din stanga fiu al radacinii
celuilalt, daca n>0.

De exemplu,

.Iﬂﬂﬂmﬁ

By By B By By

Lema (Proprietati ale arborilor binomiali)
Arborele binomial B, are urmatoarele proprietati:

— contine 2" noduri;

— are Tndltimea n;

— penivelul 1, Vie {0, 1, ..., n}, existd C,* noduri;

— radacina are gradul n, mai mare decat al oricdrui alt nod din arbore; mai mult, daca numerotam fiii
radacinii de la stnga la dreapta cu n—1, n-2, ..., 0, fiul 1 este radacina subarborelui B;.

Demonstratie
Vom face demonstratia prin inductie dupa n.

Pentru n=0, toate cele patru proprietdti sunt verificate in mod trivial. Presupunem proprietatile
adevarate pentru n—1 si demonstram proprietdtile pentru n.

B, constd din doud copii ale arborelui binomial B, 1, deci are 2" * +2" '=2" noduri.

Din modul de constructie a arborelui B,,, deducem ca inaltimea lui B,, este cu o unitate mai mare decat
Tndltimea arborelui B,_;, deci ndltimea este n—1+1=n.

Fie N (n, 1) numadrul de noduri de pe nivelul i din B,. Cum B, este format din doi arbori B,_;, pe
nivelul 1, Vie{2, 3, .., n—1}, se gadsesc nodurile de pe nivelul i dintr-un arbore B, _; si nodurile de pe
nivelul i—1 din celalalt B, _;.

10
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N(n,i)=Nn-1,)+N(n-1i-1)=C'_ +C | =C!

Pe nivelul 0 se gaseste un singur nod (rddacina) =C.°, iar nivelul n este constituit din nivelul n—1 al
unui arbore B, _;, deci din 1=C_" noduri.

Singurul nod din B, care are grad mai mare decat nodurile din B,,_; este rddacina, care are un fiu mai
mult decét raddcina arborelui B, ;. Cum din ipoteza inductivd rddacina arborelui B,_; are gradul n-1,
deducem cd gradul radécinii arborelui B, este n. Tot din ipoteza inductiva, fiii radacinii arborelui B,_;
sunt, de la stanga la dreapta, respectiv, rddacinile arborilor B,_,, B,,_s, ..., By. Cand B,,_; este plasat drept
cel mai din stanga fiu al radacinii arborelui B, _;, subarborii radacinii arborelui B, sunt, de la stinga la
dreapta, B,_1, B, ,..., Bg.

Observatie
Denumirea arbore binomial provine de la faptul cd numarul de noduri de pe nivelul i este C,*, valori
denumite coeficienti binomiali.

Definitie

Un heap binomial (B-heap) este o padure formatd din arbori binomiali ce satisfac urmatoarele
proprietati:
— fiecare arbore binomial este un heap;
— 1n B-heap nu existd doi arbori binomiali pentru care rddacinile sa aiba acelasi grad.

Observatie

Daca fiecare arbore binomial este un max-heap, B-heap-ul se va numi max-heap binomial si in acest
caz radacina fiecdrui arbore binomial contine elementul cu valoarea maxima. Daca fiecare arbore
binomial este un min-heap, B-heap-ul se va numi min-heap binomial §i In acest caz rddacina fiecarui
arbore binomial contine elementul cu valoarea minima. In continuare, prin heap vom intelege un max-
heap, cazul min-heap poate fi tratat in mod similar.

A doua conditie din definitia B-heap-ului asigura faptul ca un B-heap cu n noduri poate contine cel
mult [1og,n]+1 arbori binomiali, deoarece reprezentarea binard a lui n are [1log,n] +1 biti.

Conform proprietatii 1. din lemd, arborele
binomial B; apare in B-heap-ul cu n noduri daca (23
si numai daca bit-ul b; din descompunerea binara (13 20)
a lui n este 1. Deci, un B-heap cu n noduri @
contine cel mult [log,n]+1 arbori binomiali. @ @
De exemplu, 1n figurd este reprezentat un B-heap
cu n=11 noduri. B;

mwE—E
0—G@

FE)

Reprezentarea heap-urilor binomiale

Vom transforma fiecare arbore binomial Intr-un arbore binar, utilizind reprezentarea fiu-frate, In plus
retinand pentru fiecare nod din arbore si un pointer catre parintele sau.

Vom reprezenta B-heap-ul retinand pozitional intr-un vector H de dimensiune [log,n]+1 pointeri
spre raddcinile arborilor binomiali din seap-ul binomial, sau NULL dacd arborele binomial corespunzator
pozitiei lipseste din B-heap.

Unificarea heap-urilor binomiale 40,
(10) 300 &)
(1) o)
11 By By B,



HEAP-URI

Pentru a unifica doua B-heap-uri unificam succesiv toti arborii binomiali de acelasi grad, pand cand
padurea obtinutd contine numai arbori binomiali avand radacini de grade diferite. Spre exemplu sa
unificdm heap-ul din figura precedenta cu urmatorul heap:

Obtinem B-heap-ul:

Functia Union (H1, H2) unificd B-heap-urile H1 si H2 si Intoarce B-heap-ul rezultat.

BHeap Union (BHeap H1, BHeap H2)
{

BHeap H;
ArboreBinomial T=NULL; //arbore de “transport”
for (int i=1; i<=Lg; i++)
if (H1[i] && H2[i]) //exista doi arbori binomiali de acelasi grad
if (T) // exista si un arbore binomial de “transport”
{H[1]=T;
T=UnionArbBin (H1[i], H2[i]);}
else //nu exista arbore de “transport”
{H[i]=NULL;
T=UnionArbBin (H1[i], H2[i]);}
else //exista un singur arbore de grad 1
if (T) // exista un arbore binomial de “transport”

{H[i]=NULL;
if (H1[i]) T=UnionArbBin (T, H1[i]);
else T=UnionArbBin (T, H2[i]);}
else //nu exista arbore de “transport”
if (H1[i])H[i]=H1[i]
else H[i]=H2[i];
return H;}

Observatie

Lg este o constantd globald care indicd numdrul maxim de arbori binomiali dintr-un heap. Am
presupus cd prin operatia de unificare a doud B-heap-uri numarul maxim de arbori dintr-un B-heap nu
este depdsit. Testand valoarea variabilei T la sfarsitul functiei Union () putem da eventual un mesaj de
eroare, n cazul in care in urma unificarii T#NULL, deci s-a obtinut prin transport un arbore mai mult
decat numarul maxim de arbori din B-heap.

In functia Union () am apelat functia UnionArbBin (), care realizeazi unificarea a doi arbori
binomiali de acelasi grad:

ArboreBinomial UnionArbBin (ArboreBinomial T1, ArboreBinomial T2)

{if (Tl->inf < T2->inf) //T1l va fi cel mai din stanga fiu al radacinii lui T2
{T1->p=T2; //radacina arborelui T2 va fi parintele radacinii lui T1
Tl->frate=T2->fiu;

//primul fiu al radacinii lui T2 devine primul frate al lui T1
T2->fiu=T1; //T1l devine primul fiu al lui T2
return T2;}

//T2 va fi cel mai din stanga fiu al radacinii lui T1

T2->p=T1; //radacina arborelui Tl va fi parintele radacinii lui T2

T2->frate=T1->fiu;

//primul fiu al radacinii lui T1 devine primul frate al lui T2

Tl1->fiu=T2; //T2 devine primul fiu al lui T1
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return T1;}

Inserarea unei valori intr-un heap binomial

Functia InsertBHeap (H,x) insereazi valoarea x in heapul binomial H. In acest scop se
construieste un heap binomial format numai din valoarea x, care apoi este unificat cu heap-ul H.

void InsertBHeap (BHeap H, TipCheie x)
{BHeap HI;
ArboreBinomial T;
//creez arborele binomial format numai din valoarea x
T=new Nod; T->inf=x;
T->p=T->fiu=T->frate=NULL;
// construiesc B-heap-ul H1, format numai din arborele binomial T
H1[0]=T;
for (int i=1; i<=Lg; i++) H1[i]=NULL;
H=Union (H, H1);}

Extragerea nodului de valoare maxima dintr-un heap binomial

Functia ExtractMax (H)extrage nodul de valoare maxima din B-heap-ul H. Pentru aceasta
determindm arborele binomial T care contine in radacind cea mai mare valoare si 1l elimindm din B-heap-
ul H. Extragem valoarea maxima din rddacina arborelui binomial T, obtinand astfel o padure de arbori
binomiali (subarborii radacinii lui T), deci un nou B-heap H1, pe care il unificim cu B-heap-ul H.

TipCheie ExtractMax (BHeap H)

{BHeap HI1;
TipCheie vmax= —-Infinit; //cea mai mica valoare posibila pentru TipCheie
int pmax; //determin arborele binomial ce contine valoarea maxima

for (int 1i=0; i<=Lg; i++)

if (H[i] && H[1i]->inf > vmax)

{vmax=H[i]->inf; pmax=i;}
ArboreBinomial T=H[pmax]; //arborele binomial ce contine valoarea maxima vmax
H[pmax]=NULL; //extrag T din B-heap
//construiesc B-heap-ul H1l, format din subarborii radacinii lui T

for (i=0; i<=Lg; i++) H1[i]=NULL;

ArboreBinomial g=T->fiu;

for (i=pmax-1; i>=0; i--) //consider subarborii in ordine inversa
{H1[i]=q; g=g->frate;}
H=Union (H, H1); //unific B-heap-ul H cu B-heap-ul H1

return vmax; }

Complexitatea operatiilor pe heap-uri binomiale

Numarul maxim de arbori intr-un B-heap cu n noduri este [log,n]+1. Unificarea a doi arbori
binomiali se realizeazd in timp constant, deci unificarea a doud B-heap-uri se realizeazd in timp
logaritmic.

Observatie

Pentru claritate, in functia de unificare a doud heap-uri binomiale am parcurs complet vectorii ce
reprezintd B-heap-urile, ceea ce face ca algoritmul s fie logaritmic in functie de numarul maxim de
noduri dintr-un B-heap. O modificare facild, pe aceeasi idee, poate conduce la un algoritm logaritmic in
functie de max (nl, n2), numarul efectiv de noduri din B-heap-urile care se unifica.

Operatiile Insert () si ExtractMax (), bazdndu-se pe operatia de Union (), au de asemenea
complexitate logaritmica.
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