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Reprezentarea multimilor disjuncte

Definitie

Fie multimea U={1, 2, ... , n}, n=1. Sistemul S={S71, S2, ... , Sk}, k=1, constituie o partitie a
multimii U dacd sunt indeplinite urmatoarele conditii :

1.5 U, Vie{l, 2,...,k}

2.351 #0, Yie{l,2,...,k}

3.81 NS5 =0, Vi#ij, 1, 3e{1, 2, .., k}

4. 51US2 U...USk=U.

Data fiind multimea U si S={S1, S2, ..., Sk} o partitie a multimii U, problema consta in a proiecta o
structurd de date care sd permita executarea eficienta a urmatoarelor doud operatii fundamentale:
— find(x): determind multimea S{CS cdreia ii apartine elementul x, x€ U;
— union(Sji, S4):reuneste multimea Sj cu multimea S 5, obtinandu-se un nou element al multimii S,

ce va inlocui S §i S 5.

Observatie

Aceastd problema este cunoscuta si sub denumirea de problema claselor de echivalenta (x, y se vor
numi echivalente dacd apartin aceleiasi multimi SicS, sau, altfel spus, find(x)=find(y)),
conceptele de relatie de echivalenta si partitie reprezentind doud abordari diferite ale aceleiasi structuri
matematice.

De exemplu, dat fiind un graf neorientat, componentele conexe ale grafului constituie o partitie a
multimii varfurilor grafului. Un algoritm de determinare a componentelor conexe ale unui graf neorientat
poate fi formulat cu ajutorul operatiilor union—find astfel:

Pentru Vie{l, 2, ... , n}, Si := {i};
Pentru V[i, Jj] muchie in graf

A := find(1i);

B find (J);

<l

daca A#B atunci union (A, B);
O solutie eficienta este reprezentarea multimilor disjuncte cu ajutorul arborilor cu rddacind. Fiecare
arbore reprezintd o multime, iar fiecare nod din arbore un element al multimii. Radacina arborelui va fi
elementul reprezentativ al multimii.

De exemplu, sd consideram n=10 si o partitie a multimii {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} formatd din
S;={1,7,8,9},S,={2, 5,10}, S5={3, 4, 6}. Partitia S={S;, S,, Ss}poate fi reprezentata ca o padure
formata din trei arbori:

(1) (3)
2 8 (@ @ (©

Reprezentam arborii prin referinte ascendente, deci pentru fiecare nod din arbore, cu exceptia
raddcinii, retinem legatura spre pdrintele sau: tata (x)= nodul parinte al lui x, sau 0, dacd x este
radacina arborelui.

Operatia find (x) constd in a determina radacina arborelui al carui nod este x.

int find(int Xx)
{ while (tatal[x]) x=tatal[x];
return x;}
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Operatia union se poate realiza transformand unul din arbori in subarborele celuilalt. Reuniunea
S1US, poate fi reprezentata in doud moduri:

7
s (1) (3 (®

2 (8 (@

Deci radacina unuia din arbori devine parintele radacinii celuilalt arbore.

void union(int i, int 3j)
{tata[i]l=3;}

Acesti algoritmi sunt foarte simpli, dar nu sunt eficienti.

Sa considerdm, de exemplu partitia S={{1}, {2}, ..., {n}}. Deci configuratia initiala
consta dintr-o padure in care fiecare arbore este format doar din rddacina: tata (i) =0,
Vie{l, 2, ..., n}. Sa consideram acum urmatoarea secventd de operatii union si £ind:
union(1l,2), find (1), union(2,3), find (1), union(3,4), find (1), ..,
find(1l),union(n-1,n).

-0

Aceastd secventa conduce la urmatorul arbore degenerat din figura alaturata.

Cum timpul necesar operatiei union este constant, cele n—1 operatii union au
timpul de executie de O (n) . Dar fiecare operatie £ind (1) parcurge tot drumul de la nodul 1 pana la
raddcina. Cum timpul de executie necesar operatiei £ind pentru un nod de pe nivelul i este O (i),
obtinem un timp de executie de O (n”) pentru cele n—2 operatii find (1).

Putem imbunatati eficienta operatiilor union si £ind, aplicAnd urmadtoarea regula de ponderare
pentru union (i, J): dacd numarul de niveluri din arborele cu rddacina i este mai mic decat numarul
de niveluri din arborele cu rddécina j, atunci j va deveni pdrintele lui 1, altfel 1 va deveni parintele lui

J.

Utilizand regula de ponderare secventa de operatii union si £ind de mai sus va conduce la
urmadtorii arbori:

Initial: DL 2 .. W

union(l,2): i @ @
@ .. @

union (2, 3):

union(n-1,n)




Tabara de pregétire a lotului national de informatica

Oragtie 2004 prof. Em. Cerchez

In acest caz timpul de executie necesar operatiilor £ind este O (n), deoarece arborii obtinuti au
Tndltimea cel mult egald cu 1. Totusi, existd cazuri mai defavorabile.

De exemplu, fie n=8. Initial vom avea padurea:

CGRONONORONORGNE

union(1,2)

%@@@@@

union(3,4)

union(5,6) i z I @ ® ®
Sl
union(7,8)
(3 & @

;
union(3,4)
L @) 3 3
3
(2) ()
union(3,4) D @ 3 8
(3) (7

union(3,4)

zf@@@.

Inaltimea arborelui obtinut este 3=10g ,8.

Lema
Daca A este un arbore cu n noduri obtinut Tn urma aplicarii operatiei union folosind regula de
ponderare, inaltimea arborelui A este cel mult egald cu [1og n].

Demonstratie
Vom proceda prin inductie dupd n, numarul de noduri. Pentru n=1, rezultatul este evident.
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Presupunem afirmatia adevarata pentru arbori cu i noduri (1<i<n-1), obtinuti Tn urma aplicarii
algoritmului union. S& demonstrdm ca inaltimea oricarui arbore cu n noduri A,, obtinut in urma
aplicarii algoritmului union este cel multegald cu [1og n].

Fie union(Jj,k) ultima operatie union executatd pentru obtinerea
arborelui A,. Notim cu m numarul de noduri din arborele cu radacina j.
Arborele cu rdddcina k are m—n noduri. Putem presupune, fard a restringe
generalitatea, cd 1<m<n/2. Deci inaltimea h a arborelui A, va fi egald cu
indltimea arborelui cu radacina k sau cu o unitate mai mare decat Inaltimea
arborelui cu radacina j.

inprimulcaz: h<[log (n-m)]<[log n].
In cel de-al doilea caz: h<[log m]<[log (n/2)]+1<[log n].

Pentru a aplica regula de ponderare este necesar ca pentru fiecare arbore sa cunoastem numarul de
niveluri. Fie h, un vector In care h [1] reprezintd numarul de niveluri din arborele cu rddacina i. Acest
vector va fi actualizat eventual la operatii union.

void union_ponderare (int x, int vy)
{if (hix]>h[y]) tatalyl=x;

else
{tata[x]=y;
if (hix]l=hly]) hlyl++;}

Lema 1 garanteazd un timp de executie de O (log n) pentru operatia £ind (x), pentru orice nod x
dintr—un arbore obtinut prin operatii union folosind regula de ponderare.

Pentru a imbundtati in continuare timpul de executie a operatiei £ind (x), vom utiliza urmatoarea
regula de compresie: orice nod y de pe drumul de la radacina arborelui la nodul x va deveni fiu al
radacinii arborelui.
int find_compresie (int x)

{int r=x;

while (tatal[r]) r=tatalr]; // r este acum radacina arborelui
int y=x;
while (y!=r) //aplica regula de compresie
{t=tatalyl;
tatalyl=r;
y=t;}

return r;}

Functia find_compresie () parcurge drumul de la nodul x la radacind de doud ori, o datd pentru
determinarea radacinii, a doua oard pentru comprimarea drumului de la x la radacina. Totusi, aceasta
modificare reprezintd o imbunatatire, deoarece intr—o secventa de operatii union-£find, timpul total de
executie va fi mai mic.

Sa consideram arborele obtinut prin secventa de operatii union din
exemplul precedent Executand prima oara operatia £ind (8) obtinem arborele
alaturat:

Au fost necesare trei deplasari pe legaturi ascendente pentru a identifica
radacina arborelui si apoi, pentru compresia drumului de la radacina la nodul 8
alte doua deplasdri. Dar urmatoarele apeluri ale functiei £ind (8) vor necesita o singurd deplasare pana
la radacina arborelui. Astfel costul total al unei secvente de operatii £ind (8) va fi mai mic.

In 1975 Tarjan a demonstrat o lemd ce caracterizeaza comportarea in cazul cel mai defavorabil a
algoritmilor union-find care utilizeaza regula de ponderare si regula de compresie.



