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Reprezentarea mul�imilor disjuncte 

Defini�ie   
Fie mul�imea U={1, 2, ... , n}, n≥1. Sistemul S={S1, S2, ... , Sk}, k≥1, constituie o parti�ie a 

mul�imii U dac� sunt îndeplinite urm�toarele condi�ii :  
1. Si ⊆⊆⊆⊆U, ∀i∈{1, 2, ... , k} 
2. Si ≠∅, ∀�i∈{1, 2, ... , k} 
3. Si ∩Sj =∅,  ∀i≠j, i, j ∈{1, 2, ..., k} 
4. S1∪S2 ∪...∪Sk=U. 

Dat� fiind mul�imea U �i S={S1, S2, ... , Sk} o parti�ie a mul�imii U, problema const� în a proiecta o 
structur� de date care s� permit� executarea eficient� a urm�toarelor dou� opera�ii fundamentale:  
– find(x): determin� mul�imea Si⊆S c�reia îi apar�ine elementul x, x∈U; 
– union(Si,Sj): reune�te mul�imea Si cu mul�imea Sj, ob�inându-se un nou element al mul�imii S, 

ce va înlocui Si �i Sj. 

Observa�ie  
Aceast� problem� este cunoscut� �i sub denumirea de problema claselor de echivalen�� (x, y se vor 

numi echivalente dac� apar�in aceleia�i mul�imi Si⊆S, sau, altfel spus, find(x)=find(y)), 
conceptele de rela�ie de echivalen�� �i parti�ie reprezentând dou� abord�ri diferite ale aceleia�i structuri 
matematice. 

De exemplu, dat fiind un graf neorientat, componentele conexe ale grafului constituie o parti�ie a 
mul�imii vârfurilor grafului. Un algoritm de determinare a componentelor conexe ale unui graf neorientat 
poate fi formulat cu ajutorul opera�iilor union–find astfel: 

 Pentru ∀i∈{1, 2, ... , n}, Si := {i}; 
 Pentru ∀[i, j] muchie în graf  
         A := find(i); 
         B := find(j); 
     dac� A≠B atunci union(A, B); 

O solu�ie eficient� este reprezentarea mul�imilor disjuncte cu ajutorul arborilor cu r�d�cin�. Fiecare 
arbore reprezint� o mul�ime, iar fiecare nod din arbore un element al mul�imii. R�d�cina arborelui va fi 
elementul reprezentativ al mul�imii. 

De exemplu, s� consider�m n=10 �i o parti�ie a mul�imii {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} format� din 
S1={1, 7, 8, 9}, S2 = {2, 5, 10}, S3={3, 4, 6}. Parti�ia S={S1, S2, S3}poate fi reprezentat� ca o p�dure 
format� din trei arbori: 

Reprezent�m arborii prin referin�e ascendente, deci pentru fiecare nod din arbore, cu excep�ia 
r�d�cinii, re�inem leg�tura spre p�rintele s�u: tata(x)= nodul p�rinte al lui x, sau 0, dac� x este 
r�d�cina arborelui. 

Opera�ia find(x) const� în a determina r�d�cina arborelui al c�rui nod este x. 

int find(int x) 
{ while (tata[x]) x=tata[x]; 
  return x;} 
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Opera�ia union se poate realiza transformând unul din arbori în subarborele celuilalt. Reuniunea 
S1∪S2 poate fi reprezentat� în dou� moduri: 

Deci r�d�cina unuia din arbori devine p�rintele r�d�cinii celuilalt arbore.  
void union(int i, int j) 
{tata[i]=j;} 
 

Ace�ti algoritmi sunt foarte simpli, dar nu sunt eficien�i. 

S� consider�m, de exemplu parti�ia S={{1}, {2}, ..., {n}}. Deci configura�ia ini�ial� 
const� dintr-o p�dure în care fiecare arbore este format doar din r�d�cin�: tata(i)=0, 
∀i∈{1, 2, ..., n}. S� consider�m acum urm�toarea secven�� de opera�ii union �i find: 
union(1,2), find(1), union(2,3), find(1), union(3,4), find(1), ..., 
find(1), union(n-1,n).  

Aceast� secven�� conduce la urm�torul arbore degenerat din figura al�turat�. 

Cum timpul necesar opera�iei union este constant, cele n-1 opera�ii union au 
timpul de execu�ie de O(n). Dar fiecare opera�ie find(1) parcurge tot drumul de la nodul 1 pân� la 
r�d�cin�. Cum timpul de execu�ie necesar opera�iei find pentru un nod de pe nivelul i este O(i), 
ob�inem un timp de execu�ie de O(n2) pentru cele n-2 opera�ii find(1).  

Putem îmbun�t��i eficien�a opera�iilor union �i find, aplicând urm�toarea regul� de ponderare 
pentru union(i,j): dac� num�rul de niveluri din arborele cu r�d�cina i este mai mic decât num�rul 
de niveluri din arborele cu r�d�cina j, atunci j va deveni p�rintele lui i, altfel i va deveni p�rintele lui 
j. 

Utilizând regula de ponderare secven�a de opera�ii union �i find de mai sus va conduce la 
urm�torii arbori: 

  

Ini�ial: 

union(1,2): 

union(2,3): 

union(n-1,n): 
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În acest caz timpul de execu�ie necesar opera�iilor find este O(n), deoarece arborii ob�inu�i au 
în�l�imea cel mult egal� cu 1. Totu�i, exist� cazuri mai defavorabile.  

De exemplu, fie n=8. Ini�ial vom avea p�durea: 

În�l�imea arborelui ob�inut este 3=log28. 

Lem� 
Dac� A este un arbore cu n noduri ob�inut în urma aplic�rii opera�iei union folosind regula de 

ponderare, în�l�imea arborelui A este cel mult egal� cu [log n]. 

Demonstra�ie 
Vom proceda prin induc�ie dup� n, num�rul de noduri. Pentru n=1, rezultatul este evident. 

union(1,2) 

union(3,4) 

union(5,6) 

union(7,8) 

union(3,4) 

union(3,4) 

union(3,4) 
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Presupunem afirma�ia adev�rat� pentru arbori cu i noduri (1≤i≤n-1), ob�inu�i în urma aplic�rii 
algoritmului union. S� demonstr�m c� înal�imea oric�rui arbore cu n noduri An, ob�inut în urma 
aplic�rii algoritmului union este cel mult egal� cu [log n]. 

Fie union(j,k) ultima opera�ie union executat� pentru ob�inerea 
arborelui An. Not�m cu m num�rul de noduri din arborele cu r�d�cina j. 
Arborele cu r�d�cina k are m-n noduri. Putem presupune, f�r� a restrânge 
generalitatea, c� 1≤m≤n/2. Deci în�l�imea h a arborelui An va fi egal� cu 
în�l�imea arborelui cu r�d�cina k sau cu o unitate mai mare decât în�l�imea 
arborelui cu r�d�cina j. 

În primul caz: h≤[log (n-m)]≤[log n].  

În cel de-al doilea caz: h≤[log m]≤[log (n/2)]+1≤[log n]. 

Pentru a aplica regula de ponderare este necesar ca pentru fiecare arbore s� cunoa�tem num�rul de 
niveluri. Fie h, un vector în care h[i] reprezint� num�rul de niveluri din arborele cu r�d�cina i. Acest 
vector va fi actualizat eventual la opera�ii union. 

void union_ponderare(int x, int y) 
{if (h[x]>h[y]) tata[y]=x; 
     else  
     {tata[x]=y;  
      if (h[x]=h[y]) h[y]++;} 
} 

Lema 1 garanteaz� un timp de execu�ie de O(log n) pentru opera�ia find(x), pentru orice nod x 
dintr–un arbore ob�inut prin opera�ii union folosind regula de ponderare. 

Pentru a îmbun�ta�i în continuare timpul de execu�ie a opera�iei find(x), vom utiliza urm�toarea 
regul� de compresie: orice nod y de pe drumul de la r�d�cina arborelui la nodul x va deveni fiu al 
r�d�cinii arborelui. 
int find_compresie(int x) 
{int r=x;                                
 while (tata[r]) r=tata[r];                 // r este acum radacina arborelui 
 int y=x;  
 while (y!=r)                               //aplica regula de compresie 
        {t=tata[y]; 
         tata[y]=r; 
         y=t;} 
return r;} 

 

Func�ia find_compresie() parcurge drumul de la nodul x la r�d�cin� de dou� ori, o dat� pentru 
determinarea r�d�cinii, a doua oar� pentru comprimarea drumului de la x la r�d�cin�. Totu�i, aceast� 
modificare reprezint� o îmbun�t��ire, deoarece într–o secven�� de opera�ii union-find, timpul total de 
execu�ie va fi mai mic. 

S� consider�m arborele ob�inut prin secven�a de opera�ii union din 
exemplul precedent Executând prima oar� opera�ia find(8)ob�inem arborele 
al�turat: 

Au fost necesare trei deplas�ri pe leg�turi ascendente pentru a identifica 
r�d�cina arborelui �i apoi, pentru compresia drumului de la r�d�cin� la nodul 8 
alte dou� deplas�ri. Dar urm�toarele apeluri ale func�iei find(8) vor necesita o singur� deplasare pân� 
la r�d�cina arborelui. Astfel costul total al unei secven�e de opera�ii find(8) va fi mai mic. 

În 1975 Tarjan a demonstrat o lem� ce caracterizeaz� comportarea în cazul cel mai defavorabil a 
algoritmilor union-find care utilizeaz� regula de ponderare �i regula de compresie.  


