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REPREZENTAREA, GENERAREA �I  

RANGUL ARBORILOR BINARI STRIC�I 

1. Secven�e de nivel 
Defini�ie:  Pentru un arbore binar strict A, definim func�ia care ata�eaz� fiec�rui nod 

num�rul întreg corespunz�tor nivelului pe care se g�se�te nodul respectiv în arbore : 

  A = ( N , M ), niv : N → N .  

Defini�ie:  Definim recursiv func�ia niv : 

- nodul r�d�cin� are nivelul 0, niv(r) = 0; 

- daca nodul n are nivelul x, atunci to�i descenden�ii s�i au nivelul x+1, niv(n)=x �i n1, 

n2 descenden�ii direc�i ai lui n → niv(n1) = x+1, niv(n2) = x+1. 

Pentru un nod n, vom numi  valoarea niv(n), ”num�rul de nivel ata�at nodului n“. 

Defini�ie:  Secven�a format� din numerele de nivel ata�ate nodurilor terminale 

considerate în succesiunea dat� de parcuregerea de la stânga la dreapta a arborelui se 

nume�te secven�� de nivel asociat� arborelui A. 

Observa�ie:  Parcurgerea de la stânga la dreapta se 

refer� la oricare dintre cele trei parcurgeri clasice (în 

preordine, inordine sau postordine), parcurgere în care 

se ignor� nodurile interne. 

Exemplu: Pentru arborele binar strict de pondere 5 din 

figura 5.1 în care sunt specificate numerele de nivel ale 

tuturor nodurilor, secven�a de nivel asociat� este: (2, 2, 

2, 3, 3). 

 
 

Propozi�ie: Dac� (a1, a2, ... , an) este o secven�� de nivel, atunci exist� un indice k∈1, .., n-

1 astfel încât ak = ak+1. 
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Defini�ie:  Fie  (a1, a2, ... , an) este o secven�� de numere naturale pentru care exist� un 

cel mai mic indice k∈1, .., n-1 astfel încât ak = ak+1= s. Numim reducere la stânga 

înlocuirea în secven�a dat� a perechii ak, ak+1 prin valoarea s-1, secven�a ob�inut� 

numindu-se redusa ei stâng�. 

Observa�ie: Analog se define�te reducerea la dreapta ca fiind înlocuirea în secven�a dat� 

a perechii ak, ak+1, pentru cel mai mare k posibil, prin valoarea s-1, secven�a ob�inut� 

numindu-se redusa ei dreapt�. Deoarece în ra�ionamentele �i algoritmii urm�tori nu 

exist� decât diferen�e de form�, vom în�elege prin reducerea unei secven�e - reducerea 

la stânga - , iar prin redusa unei secven�e - redusa la stânga. 

Exemplu: Secven�ei (2, 2, 2, 3, 3) din exemplul anterior i se pot aplica succesiv reducerile (2, 

2, 2, 3, 3) → (1, 2, 3, 3) → (1, 2, 2) → (1, 1) → (0). 

Propozi�ie:     O secven�� (a1, a2, ... , an) este o secven�� de nivel dac� �i numai dac�, prin 

efectuarea tuturor reducerilor stângi posibile, se ajunge în final la secven�a (0). 

Observa�ie: Procedeul descris mai sus reprezint� un algoritm consistent, fiind �i o 

demonstra�ie constructiv� a bijectivit��ii func�iei ce ata�eaz� arborelui binar strict secven�a 

de nivel corespunz�toare. 

Lema 1 : �irul de numere naturale (a1, a2, .. , an) cu a1<a2< .. <ak-1 �i ak>ak+1> .. >an este o 

secven�� de nivel dac� �i numai dac� ak = ak+1 = n - 1 �i a1, a2, .. ,ak-1, ak , ak+1, .. ,an  sunt 

distincte dou� câte dou�. 

Demonstra�ie:  

(→) Datorit� faptului c�, în afara perechii ak, ak+1,  oricare dou� elemente succesive 

ale �irului sunt distincte ob�inem c� ak = ak+1. Din rela�ia 2 1
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  0. 0..010..010..01(2)   +  0. 0..010..010..01 (2) (cifrele 1 apar pe pozi�iile 

a1, a2, .. , ak  �i respectiv an, an-1, .. , ak+1). 

Suma se calculeaz� adunând cifrele de acela�i ordin între ele �i nu poate conduce la 

rezultatul 1 decât dac� se realizeaz� pe fiecare pozi�ie adun�ri cu trecere peste ordin, deci pe 

fiecare pozi�ie exist� o cifr� nenul�, fie în primul num�r, fie în al doilea (numerele fiind de 



aceea�i lungime, transportul ap�rut la adunarea cifrelor 1 de pe pozi�iile ak �i respectiv ak+1 se 

va transmite mai departe pân� la punctul zecimal cu condi�ia ca s� nu existe o pereche de 

zerouri pe aceea�i pozi�ie; nici dou� cifre 1 nu pot exista deoarece am ob�ine un rezultat 

zecimal). În concluzie toate numerele a1, a2, .. ,ak-1, ak , ak+1, .. ,an sunt distincte, iar ak �i ak+1 

au valoarea n-1 (ob�inut� prin num�rarea elementelor a1, a2, .. ,ak-1, ak+2, .. ,an). 

(←) Este suficient s� observ�m c� secven�ei de forma (a1, a2, .. ,ak-1, n-1, n-1, .. ,an) i 

se vor aplica exact n-1 reduceri, deoarece la fiecare reducere, elementul ap�rut în urma 

reducerii devine egal fie cu elementul din stânga, fie cu cel in dreapta sa. Astfel, la prima 

reducere apare un nou element egal cu n-2, dup� a doua reducere un nou element egal cu n-

3, etc. Dup� ultima reducere secven�a va avea lungime 1 �i va con�ine numai num�rul 0. 

Defini�ie:  Secven�a (a1, a2, .. , aj) se nume�te prefixul unei secven�e de nivel dac� exist� 

numerele aj+1, aj+2, .. , an astfel încât  (a1, a2, .. , aj, aj+1, aj+2, .. , an) s� fie o secven�� de 

nivel. 

Lema: O secven�� (a1, a2, .. , aj)  este prefixul unei secven�e de nivel dac� �i numai dac�, 

efectuând toate reducerile stângi posibile asupra ei ob�inem secven�a strict cresc�toare 

( r1, r2, ... ,rp), cu rp ≤ n - j + p - 1. 

 

Reprezentare 

Se porne�te de la un tablou de adrese ale nodurilor terminale (secven�a de nivel dat�), 

la fiecare adresa memorându-se nivelul nodului respectiv �i adresele celor doi descenden�i 

(nil deoarece nodul curent este terminal). Tabloul ini�ial reprezint� frunzele arborelui ca 

p�dure de subarbori degenera�i.  

Se unesc (într-o implementare recursiv�) subarborii reducând chiar în tablou pozi�iile 

corespunz�toare perechii ce se înlocuie�te cu p�rintele s�u.  

Dac� nu se mai g�se�te o pereche de noduri succesive situate pe acela�i nivel, de�i nu 

s-a ajuns cu reducerea tabloului la un singur element sau s-a redus tabloul la un element, dar 

acesta nu este de nivel 0 (r�d�cina), algoritmul genereaz� mesajul de eroare @ Nu este 

secven�� de nivel*. În situa�ia valid�, programul genereaz� recursiv arborele afi�at în format 

TREE. 



program construire_arbore; 
type adresa=^nod; 
     nod=record 
               niv:byte; 
               st,dr:adresa 
         end; 
var a:array[0..99]of adresa; 
    intors:array[1..100]of boolean; 
    n,i:shortint; p:adresa; 
 
procedure afisare(q:adresa;ind:shortint); 
begin 
     writeln(q^.niv); 
     if q^.st<>nil then begin 
        for i:=0 to ind-1 do 
        if not intors[i] then write('� ')else write('  '); 
        write('��');afisare(q^.dr,ind+1); 
        intors[ind]:=true; 
        for i:=0 to ind-1 do 
            if not intors[i] then write('� ')else write('  '); 
        write('��');afisare(q^.st,ind+1) 
     end 
end; 
 
procedure construire; 
var k:byte; 
begin 
     repeat 
          k:=1; 
          while (k<n)and(a[k]^.niv<>a[k+1]^.niv) do inc(k); 
          if k=n then begin writeln('Nu e secv.de nivel');halt end 
                 else begin 
                           new(p);p^.niv:=a[k]^.niv-1; 
                           p^.st:=a[k];p^.dr:=a[k+1]; 
                           a[k]:=p; 
                           for i:=k+1 to n-1 do a[i]:=a[i+1] 
                      end; 
          dec(n) 
     until n=1; 
end; 
 
procedure citire; 
begin 
     write('n=');readln(n); 
     for i:=1 to n do begin 
         new(a[i]);read(a[i]^.niv); 
         a[i]^.st:=nil;a[i]^.dr:=nil 
     end; 
     readln 
end; 
begin 
     citire; 
     construire; 
     if p^.niv=0 then afisare(p,0) 
                 else writeln('Nu e secv. de nivel') 
end. 



Algoritmul invers presupune citirea structurii arborescente �i construirea secven�ei de 

nivel corespunz�toare. Arborele se cite�te ca succesiune de muchii ale unui graf, (realizând 

implementarea cu matrice de adiacen�� - structur� fundamental neeconomic� pentru arbori- 

pentru diversitate �i în scopul determin�rii grafurilor care nu sunt arbori). Algoritmul are la 

baz� parcurgerea în adâncime a grafului, verificându-se simultan propriet��ilor arborescen�ei 

(graf aciclic, conex, arbore binar, strict): 

program construire_secventa_de_nivel; 
uses crt; 
type MatAdiacenta=array[1..100,1..100]of boolean; 
     VectMarcaj=array[1..100]of boolean; 
var a:MatAdiacenta; 
    b:VectMarcaj; 
    n,m,r:byte; 
 
procedure eroare(a:string); 
begin 
     delline; 
     writeln(a); 
     readln;halt 
end; 
 
procedure df(i,nivel:byte); 
var j,desc:byte; 
begin 
     desc:=0;b[i]:=true; 
     for j:=i+1 to n do 
         if a[i,j] then 
            if b[j] then eroare('Structura ciclica') 
            else if desc=2 then eroare ('Arborele nu este binar') 
                 else begin inc(desc); 
                      df(j,nivel+1) 
                 end; 
     if desc=1 then eroare ('Arborele nu este strict') 
     else if desc=0 then write(nivel,' ') 
end; 

procedure citire; 
var i,j:byte; 
begin 
     write('Numar de noduri:');readln(n); 
     write('Numar de muchii:');readln(m); 
     for m:=1 to m do begin 
           readln(i,j); 
           a[i,j]:=true;a[j,i]:=true 
     end; 
     write('Radacina:');readln(r) 
end; 

begin 
     citire; 
     df(r,0); 
     if m<>n-1 then eroare('Graf neconex') 
end. 

 



Generare 

Generarea tuturor arborilor binari stric�i de pondere n se poate reduce deci la 

generarea secven�elor de nivel de lungime n. Se caut� o modalitate ordonat� de generare, de 

exemplu generarea în ordinea lexicografic� a secven�elor. Secven�ele (1, 2 , ... , n-1, n-1) �i  

(n-1, n-1, ... , 2 , 1) (fig. 5.3 �i 5.4) sunt prima �i respectiv ultima în ordine lexicografic�. 

Secven�a de nivel imediat urm�toare unei secven�e date se ob�ine în trei etape: 

a) se determin� perechea de noduri terminale succesive de pe acela�i nivel situat� cât 

mai în dreapta (astfel încât s� r�mân� un prefix cât mai lung neschimbat); 

b) se mut� subarborele terminal astfel determinat în terminalul situat în imediata sa 

vecin�tate spre dreapta (pentru a m�ri ordinul secven�ei generate); 

c) dac� sufixul format din urm�toarele terminale con�ine o succesiune de noduri 

situate pe niveluri unitar descresc�toare, subarborele corespunz�tor va fi r�sturnat  astfel 

încât secven�a respectiv� s� apar� în ordine cresc�toare p�strându-se astfel proprietatea 

�irului de a fi secven�� de nivel.  

 

 
program nivel_gen; 
var a:array[1..50]of byte; 
    i,n:byte;j:integer; 

procedure next; 
var  k,t,j:byte; 
begin 
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     k:=n;t:=0; 
     while a[k-1]<>a[k] do dec(k); 
     while (k+t<n-1)and(a[k+t]=a[k+t+1]+1) do inc(t); 
     a[k-2]:=a[k-2]+1; a[k-1]:=a[k-2]+1; 
     a[k]:=a[k]-t-1; 
     if t<>0 then begin 
        for j:=k+1 to n-t-1 do a[j]:=a[j+t]; 
        for j:=n-t to n-1 do a[j]:=a[n]+j-n+t+1; 
        a[n]:=a[n]+t 
     end 
end; 
procedure scrie; 
var i:byte; 
begin 
     write(j:4,':'); 
     for i:=1 to n do write(a[i]);writeln 
end; 
begin 
     write('n=');readln(n); 
     for i:=1 to n-1 do a[i]:=i; 
     a[n]:=n-1;j:=1;scrie; 
     while a[1]<>n-1 do begin 
           inc(j); 
           next; 
           scrie 
     end 
end. 

Algoritmi de rang 

Pentru o mul�ime M cu n elemente pe care este definit� o rela�ie de ordine total� se 

consider� func�ia surjectiv� ϕ : M → { 1, 2, .. , n } care conserv� rela�ia de ordine ( dac� x, y 

∈ M cu x < y, atunci ϕ(x) < ϕ(y) ). Aceasta ata�eaz� elementelor mul�imii M numere între 1 

�i n conform ordinii acestora �i poart� numele de func�ie de rang. Folosind idempoten�a celor 

dou� mul�imi ob�inem imediat c� ϕ este o func�ie bijectiv�. Inversa ei este func�ia care 

selecteaz� din mul�imea M elementul corespunz�tor unui rang dat �i se nume�te func�ie de 

rang invers. 

Observa]ie: Problema num�r�rii arborilor binari stric�i cu n frunze este echivalent� cu 

problema num�r�rii arborilor binari oarecare cu n noduri (terminale �i neterminale) �i a 

fost rezolvat� prin formula lui Catalan (cap.4). 

Se ridic� o prim� problem� care se rezolv�, ca �i formula lui Catalan, printr-o 

formul� de combinatoric�: aflarea num�rului de arbori cu n+1 frunze �i care au prima frunz� 

situat� pe un nivel dat . 

Propozi�ie:  Fie An,k =card{(a1, .. , an)(a1, .., an) este o secven�� de nivel �i a1=k}. 

Atunci: 
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Programul Pascal urm�tor con�ine algoritmii de rang corespunz�tori reprezent�rii 

arborilor binari stric�i prin secven�e de nivel: 

a) Se calculeaz� rangul unei secven�e date adunând num�rul de secven�e de nivel de 

lungime n care au prefixul k (cu k între 1 �i a1-1) cu num�rul de secven�e care au prefixul 

(a1,k) (cu k între 1 �i a2-1) . . . cu num�rul de secven�e de nivel care au prefixul (a1, a2, ... , aj-

1, k)  (cu k între 1 �i aj-1), etc. Num�rul de secven�e de nivel de lungime n care au prefixul 

(a1, a2, ... , aj-1, k)  (pentru k fixat) este An- j,k . 

b) Se determin� secven�a de rang dat cu ajutorul valorilor An,k , construind pe 

fiecare pozi�ie a secven�ei valoarea rp corespunzatoare din secven�a redus� �i, folosind o 

consecin�� a lemei 2 (privind redusa prefixului unei secven�e de nivel), se alege aj+1 astfel 

încât fie aj+1 > p+1 dac� rp = p, fie aj+1 > rp dac� rp > p. ?n oricare dintre situa�ii se diminueaz� 

la fiecare pas valoarea rangului cu num�rul secven�elor de nivel care au prefixul (a1, a2, ... , 

aj) construit. 

program rang_nivel; 
uses crt; 
type suita=array[0..50] of byte; 
     rang_nk= array[1..50,0..49]of longint; 
var ank:rang_nk; 
    r,a:suita; 
    n,i,j,opt:byte; 
    x:longint; 

function calc(n,k:byte):longint; 
var tt:real;i:byte; 
begin 
     tt:=k/(2*n-k); 
     for i:=1 to n-k do tt:=tt/i*(n+i); 
     calc:=round(tt) 
end; 

function verif(a:suita):boolean; 
begin 
     verif:=false; 
     for i:=n-1 downto 1 do begin 



           j:=1; 
           while (a[j]<>a[j+1])and(j<i) do inc(j); 
           if a[j]<>a[j+1] then exit; 
           a[j]:=a[j]-1; 
           for j:=j+1 to i do a[j]:=a[j+1] 
     end; 
     if a[1]=0 then verif:=true 
end; 
function rang :longint; 
var rr:longint;m,i,j,p:integer; 
begin 
     rr:=1;m:=1;p:=0;r[0]:=0; 
     for j:=1 to n-1 do begin 
         for i:=0 to a[j]-m-1 do rr:=rr+ank[n-j,m+i-p]; 
         p:=p+1;r[p]:=a[j]; 
         while r[p-1]=r[p] do begin 
               p:=p-1;r[p]:=r[p]-1 
         end; 
         if r[p]=p then m:=p+1 else m:=r[p] 
     end; 
     rang:=rr 
end; 

function catalan(i:byte):longint; 
var tt:real;var j:byte; 
begin 
     tt:=1/(i+1); 
     for j:=1 to i do tt:=tt/j*(i+j); 
     catalan:=round(tt) 
end; 

procedure ranginv; 
var m,i,j,p:integer; 
    tsum:longint; 
begin 
     x:=x-1; {conversia de la rang 1...x la 0...x-1} 
     m:=1;p:=0;r[0]:=0; 
     for j:=1 to n-1 do begin 
         i:=0;tsum:=0; 
         repeat 
               tsum:=tsum+ank[n-j,m+i-p]; 
               i:=i+1 
         until tsum>x; 
         x:=x-tsum+ank[n-j,m+i-p-1]; 
         a[j]:=m+i-1; 
         p:=p+1;r[p]:=a[j]; 
         while r[p]=r[p-1] do begin 
               p:=p-1;r[p]:=r[p]-1 
         end; 
         if r[p]=p then m:=p+1 
                   else m:=r[p] 
     end; 
     a[n]:=r[p]; 
     for i:=1 to n do write(a[i]:3) 
end; 

begin 
     write('n='); 
     readln(n); 
     for i:=1 to n do 
         for j:=0 to i do  



             ank[i,j]:=calc(i,j); 
     repeat 
           clrscr; 
           writeln('1.FUNCTIA RANG ATASATA SECVENTEI DE LUNGIME ',N); 
           writeln('2.SECVENTA DE LUNGIME ',N,' DE RANG DAT'); 
           readln(opt); 
           case opt of 
           1: begin 
                   write('Dati secventa: '); 
                   for i:=1 to n do read(a[i]);readln; 
                   if not verif(a) then writeln('nu e secv.de nivel') 
                                   else writeln(rang); 
                   readln 
           end; 
           2:begin 
                  write('Dati rangul:');readln(x); 
                  if x>catalan(n-1) then writeln('nu exista') 
                                  else ranginv; 
                  readln 
           end 
           end 
     until opt >2 
end. 

 

2. Secven�e Pal 

 

Prezentare 

Pentru un arbore binar strict de pondere n se 

define�te secven�a (p1, p2, .. , pn-1), unde pi este un 

întreg reprezentând num�rul de noduri interne aflate 

înaintea nodului i în succesiunea de noduri 

reprezentând parcurgerea arborelui în preordine. 

Exemplu: Pentru arborele din figura 5.10. secven�a 

Pal corespunz�toare este  ( 2, 2, 3, 4, 4). 

Observa�ie: num�rul ata�at ultimei frunze este întotdeauna n-1 �i deoarece nu este 

semnificativ nu a mai fost luat în considerare. 

Propozi�ie:  Un �ir de numere naturale (p1, p2, .. , pn-1) este o secven�� Pal dac� �i numai 

dac� pi ≤ pi+1, ∀i ∈ {1, .., n-1}, pn = n �i pi ≥ i,  ∀i ∈ {1, .., n}. 
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                        fig. 5. 10. 



 Reprezentare 

Algoritmul de reprezentare consta din reconstituirea recursiv� a leg�turilor de 

descenden�� pe baza secven�ei Pal corespunz�toare; variabila global� j memoreaz� num�rul 

nodurilor interne parcurse în secven�a în inordine pân� la nodul curent: 

program reprezentare_secv_Pal; 
var p:array[1..200]of byte; {secventa Pal} 
    st,dr: array[1..200]of byte; {descendenti stangi, drepti} 
    inchis:array[0..200]of boolean; {inchide nivelul de afisare pe  
                                      fiecare nivel de indentare} 
    n,i,j,jj,k,term:integer; 

procedure afisare(j:byte;ind:integer); 
begin 
     if j=0 then begin writeln ('*');exit end; 
     writeln(j); 
     intchis[ind]:=false; 
     for i:=0 to ind-1 do 
         if not inchis[i] then write('� ') 
                          else write('  '); 
     write('�-');afisare(st[j],ind+1); 
     inchis[ind]:=true; 
     for i:=0 to ind-1 do 
         if not intors[i] then write('� ') 
                          else write('  '); 
     write('�-');afisare(dr[j],ind+1) 
end; 

procedure construieste(nod:byte); 
begin 
      if nod=n then exit; 
      if nod=p[term] then st[nod]:=0 
                        else begin 
                              st[nod]:=nod+1;j:=j+1; 
                              construieste(st[nod]) 
                        end; 
      term:=term+1; 
      if j=p[term] then dr[nod]:=0 
                   else begin 
                              dr[nod]:=j+1;j:=j+1; 
                              construieste(dr[nod]) 
                        end 
end; 

function valid:boolean; 
begin 
     valid:=false; 
     if (p[1]<1)or (p[1]>n) then exit; 
     for i:=2 to n do if (p[i]<i) or (p[i]<p[i-1]) then exit; 
     if p[n+1]<>n then exit; 
     valid:=true 
end; 

begin 
     readln(n); 
     for i:=1 to n do read(p[i]); 
     n:=n-1; 
     if not valid then writeln('IMPOSIBIL') 
     else begin 



          term:=1;j:=1;construieste(1); 
          afisare(1,0) 
     end 
end. 

 

Algoritmul invers cite�te structura arborescenta �i construie�te secven�a Pal 

corespunz�toare prin num�rarea propriu-zis� a nodurilor interne pe m�sur� ce se parcurge în 

preordine arborele �i prin afi�area num�rului determinat în momentul întîlnirii unui nod 

terminal (cu descenden�ii st, dr =0). Programul propus are la baz� un algoritm simplificat 

care nu memoreaz� secven�a în vederea altor prelucr�ri �i nu face decât valid�ri minimale: 

program construire_secventa_Pal; 
var st,dr:array[1..100]of byte; 
    n,i,r,nr:byte; 

procedure eroare(a:string); 
begin 
     writeln(a); 
     readln;halt 
end; 

procedure parcurg_pal(i:byte); 
begin 
     if st[i]*dr[i]=0 then write(nr,' ') 
     else begin 
          nr:=nr+1; 
          parcurg_pal(st[i]); 
          parcurg_pal(dr[i]) 
     end 
end; 

begin 
     write('n=');readln(n); 
     for i:=1 to 2*n-1 do begin 
         write('st[',i,']=');readln(st[i]); 
         write('dr[',i,']=');readln(dr[i]); 
         if (st[i]=0)xor(dr[i]=0) then eroare('Arbore nestrict') 
     end; 
     nr:=0; 
     write('radacina=');readln(r); 
     parcurg_pal(r); 
end. 

 



Generare 

Algoritmul de generare a tuturor secven�elor Pal presupune p�strarea ordinii 

lexicografice a secven�elor (ca �i în cazul secven�elor de nivel), prima dintre secven�e fiind 

(1, 2, ... , n), iar ultima (n, n, ... ,n) corespunzând arborilor din figura 5.12. 

 

Algoritmul de generare speculeaz� propriet��ile relevate de propozi�ia de 

caracterizare prezentat� la începutul subcapitolului : se genereaz� toate secven�ele care au 

proprietatea c� pe fiecare pozi�ie i pot exista numere între i �i n, iar pozi�iile urm�toare 

trebuie s� satisfac� simultan propriet��ile pi ≤ pi+1 �i pi ≥ i : 

program pal_gen; 
var p:array[0..50]of byte; {secventa Pal generata} 
    gata:boolean; 
    i,n,k:byte; 
    j:integer; 
procedure next; 
begin 
     k:=n; 
     while p[k]=n do dec(k); 
     if k=0 then gata:=true 
     else begin 
        inc(p[k]); 
        for i:=k+1 to n do 
            if i>p[k] then p[i]:=i else p[i]:=p[k] 
     end 
end; 

procedure scrie; 
var i:byte; 
begin 
     write(j:4,':'); 
     for i:=1 to n do write(p[i]);writeln 
end; 

begin 
     write('n=');readln(n); 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                       fig. 5.12. 



     for i:=1 to n do p[i]:=i; 
     p[0]:=0;j:=1; 
     gata:=false; 
     repeat 
           scrie; 
           next; 
           inc(j) 
     until gata; 
end. 

5.2.4. Algoritmi de rang 

Propozi�ie:  Fie Pn,k  cardinalul mul�imii {(a1, a2, .. , an) (a1, .. , an) este o secven�� Pal 

�i a1 = k}. Atunci: 

1) Pn,n = 1 

2) Pn,1= bn − 1 

3) Pn,k = P  n-1,jj=k-1

n-1
pentru k [2, n - 1]� ∈  

4) Pn,k = 
k

n k n k
n k k nC

2 2 1
− −

− ∈∀, [ , ]  

Propozi�ie:  Algoritmul pentru determinarea rangului unei secven�e Pal date se reduce de 

fapt la o formul� de calcul: rang (p1 , p2, ... , pn) = 1 + Pn k jj

p k

k

n k

− +=

− +

=
�� 12

1

1 ,  .  

program rang_secv_Pal; 
var p:array[1..100]of byte; {Secventa Pal} 
    n,i,j,k:byte; x:real; 
    pnk:array[1..100,1..100]of longint; 
    r,rg:longint; 

procedure calc; 
begin 
     for i:=1 to n do 
         for j:=1 to i do begin 
             x:=j/(2*i-j); 
             for k:=1 to i-j do x:=x*(2*i-j-k+1)/k; 
             pnk[i,j]:=trunc(x) 
         end 
end; 

procedure rang; 
begin 
     rg:=1; 
     for k:=1 to n do 
         for j:=2 to p[k]-k+1 do rg:=rg+pnk[n-k+1,j]; 
     writeln('rang=',rg) 
end; 



procedure ranginv; 
begin 
     for k:=1 to n-1 do begin 
         r:=0;j:=0; 
         repeat 
               j:=j+1; 
               r:=r+pnk[n-k+1,j]; 
         until r>=rg; 
         p[k]:=j+k-1; 
         rg:=rg-r+pnk[n-k+1,1] 
     end; 
     p[n]:=n; 
     for i:=1 to n do write(p[i]:4); 
     readln 
end; 

begin 
     write('n=');readln(n); 
     fillchar(pnk,sizeof(pnk),0); 
     calc; 
     repeat 
           write('rangul secventei dorite=');readln(rg); 
           ranginv; 
           rang;readln 
     end 
end. 

 



3. Secven�e Zaks 

Prezentare 

Secven�ele Zaks corespunz�toare arborilor binari stric�i reproduc în cod binar forma 

polnez� de parcurgere în preordine a arborilor binari.  

Se consider� un arbore binar strict cu n noduri interne. Se noteaz� nodurile interne cu 

1 �i nodurile terminale cu 0. Parcurgerea arborelui în preordine va genera o secven�� de 0 �i 

1 având lungimea 2n+1 în care ultimul elemnt este obligatoriu 0, deci se omite, ob�inându-se 

o codificare de maxim� eficien�� din punctul de vedere al memoriei (pe 2n bi�i, fa�� de n 

octe�i în cazul secven�elor anterior prezentate). 

Exemplu: Arborelui de pondere 5 din figura 

5.16 îi corespunde secven�a Zaks @de 

0 �i 1* : (11001010). 

Observa]ie: Dac� în secven�a Zaks not�m 

numai num�rul de cifre 1 aflate în fa�a 

fiec�rui 0 ob�inem secven�a Pal 

corespunz�toare aceluia�i arbore. 

Alt� form� de reprezentare a secven�elor Zaks este aceea în care se noteaz� pozi�ia 

fiec�rei cifre 1 în secven�a Zack clasic�; se ob�ine astfel secven�a @de 1-uri* 

corespunz�toare. Analog pentru pozi�iile zerourilor din secven�a Zaks clasic� se ob�ine 

secven�a @de 0-uri*. 

Exemplu: Pentru arborele din figura 5.16 secven�a Pal este (2, 2, 3, 4), secven�a @de 1* este 

(1, 2, 5, 7), iar secven�a @de 0* este (3, 4, 6, 8). 

Defini�ie:  Spunem c� o secven�� oarecare de 1 �i 0 satisface proprietatea de domina�ie 

dac� orice prefix al secven�ei con�ine tot atâtea sau mai multe cifre de 1 decât cifre de 

0. Prin prefixul unei secven�e de lungime n în�elegem subsecven�a format� din primele 

i cifre ale secven�ei, i n∈{ , , , ... , }1 2 3 . 

Propozi�ie:  O secven�� de 0 �i 1 este o secven�� Zaks ata�at� unui arbore binar strict dac� 

este format� din tot atâtea cifre de 0 �i 1 �i satisface proprietatea de domina�ie. 

Observa�ie: Propozi�ia precedent� demonstreaz� rela�ia de corespunden�� biunivoc� ce se 

poate stabili între arborii binari stric�i de pondere n+1 �i secven�ele de n de 0 �i n de 1 

  fig. 5.16
 



care satisfac proprietatea de domina�ie. Din demonstra�ie deducem mai multe 

modalit��i de reducere a unei secven�e @de 0 �i 1* :  

*  se completeaz� secven�a cu un 0 final, se înlocuie�te cea mai din stânga 

secven�� 100 prin 0 de câte ori este posibil �i la sfâr�it trebuie s� ob�inem secven�a 0; 

*  se înlocuie�te cea mai din stânga secven�� 100 prin 0 de câte ori este posibil 

�i în final se ob�ine o secven�� format� prin concatenarea unui num�r oarecare de secven�e 

10; 

*  se elimin� orice secven�� 10 din secven�� de câte ori este posibil �i în final se 

ob�ine secven�a vid�. 

Propozi�ie:   

1. Secven�ele de întregi z = (z1, z2, ... , zn) cu proprietatea c� 1<z1< z2< ... < zn = 2n �i 

z i i ni ≥ ∀ ∈2 1, [ , ]  �i arborii binari stric�i de pondere n+1 se afl� în coresponden�� biunivoc� 

(secven�e de 0). 

2. Secven�ele de întregi u = (u1, u2, ... , un) cu proprietatea c�  1 = u1< u2< ... < un < 2n �i 

u i i ni ≤ − ∀ ∈2 1 1, [ , ]  �i arborii binari stric�i de pondere n+1 se afl� în coresponden�� 

biunivoc� (secven�e de 1). 

Observa]ie:Deci reprezentarea unui arbore atât prin secven�a Zaks corespunz�toare, cât �i 

prin secven�a de 1 sau prin secven�a de 0 corespunz�toare este consistent�. 

Reprezentare 

Pentru reprezentarea unui arbore binar strict a c�rui secven�� Zaks este cunoscut� se 

folosesc reducerile de tipul 100→0 stabilind @identitatea �i leg�turile* fiec�rui 0 din 

secven��. Cu alte cuvinte transform�m opera�ia de contragere a subarborilor prezentat� la 

capitolul 5.1.1  în opera�ie de construire �i conectare de subarbori (capitolul 5.1.2). 

Deoarece nota�ia corespunz�toare fiec�rui nod nu are nici o importan��, au fost 

stabili�i identificatorii de nod ca numere naturale @de jos în sus* (primele numere naturale - 

terminalele �i, pe m�sur� ce se determin�, urm�toarele numere naturale nodurile interne). S-a 

folosit secven�a @de 0* ca date de intrare �i pe baza ei a fost construit� secven�a Zaks de 0 �i 

1 pentru a realiza o procedur� mai comod� de validare a datelor de intrare: 

 
 



program construire_arbore_Zaks; 
type secv=array[1..100]of byte; 
     adr=^nod; 
     nod=record 
               id:byte; 
               st,dr:adr 
         end; 
var x:secv; 
    a:array[1..100]of adr; 
    intors:array[1..100]of boolean; 
    z:string; 
    n,i,nn:byte; 
procedure afiseaza(q:adr;ind:shortint); 
begin 
     writeln(q^.id); 
     if q^.st<>nil then begin 
        for i:=1 to ind-1 do 
        if not intors[i] then write('| ')else write('  '); 
        write('�-');afiseaza(q^.st,ind+1); 
        intors[ind]:=true; 
        for i:=1 to ind-1 do 
            if not intors[i] then write('³ ')else write('  '); 
        write('�-');afiseaza(q^.dr,ind+1) 
     end 
end; 

procedure uneste; 
var i,j,nz:byte; 
    temp:adr; 
begin 
     i:=pos('100',z); 
     nz:=0; 
     for j:=1 to i do if z[j]='0' then inc(nz); 
     delete(z,i,2); 
     inc(nn);new(temp);temp^.id:=nn; 
     temp^.st:=a[nz+1];temp^.dr:=a[nz+2]; 
     a[nz+1]:=temp; 
     for j:=nz+2 to n do a[j]:=a[j+1] 
end; 

function valid:boolean; 
var i:byte; 
begin 
     valid:=false; 
     if x[1]=0 then exit; 
     for i:=2 to n do 
         if (x[i]<=x[i-1])or(x[i]<2*i) then exit; 
     valid:=true 
end; 

begin 
     write('Ponderea arborelui:');readln(n); 
     n:=n-1; 
     fillchar(z,2*n,'1');z[0]:=chr(2*n); 
     write('Secventa Zacks data de pozitiile cifrelor 0:'); 
     for i:=1 to n do begin 
         read(x[i]);z[x[i]]:='0' 
     end; 
     z:=z+'0'; 
     for i:=1 to n+1 do begin 
         new(a[i]);a[i]^.id:=i; 



         a[i]^.st:=nil;a[i]^.dr:=nil 
     end; 
     nn:=n+2; 
     if valid then begin 
        while z<>'0' do uneste; 
        afiseaza(a[1],1) 
     end 
     else writeln('Secventa incorecta'); 
     readln 
end. 

 

Invers, construirea secven�ei Zaks pe baza arborelui dat ca structur� dinamic� sau ca 

structur� static� prin vectorii de descenden�i stângi respectiv drep�i ai fiec�rui nod este o 

versiune a procedurii de parcurgere în inordine: 

program construire_secv_Zaks; 
type arbore=^varf; 
     varf=record 
                nod:char; 
                st,dr:arbore; 
 
          end; 
var rad:arbore; 

procedure citire(var elem:arbore); 
var x:string; 
begin 
     readln(x); 
     if x<>'' then begin 
        new(elem);elem^.nod:=x[1]; 
        write('introduceti desc.stang pentru ',elem^.nod,':'); 
        citire(elem^.st); 
        write('introduceti desc.drept pentru ',elem^.nod,':'); 
        citire(elem^.dr) 
     end 
     else elem:=nil 
end; 

procedure preordine(elem:arbore); 
begin 
     if elem^.st=nil then write('0') 
     else begin 
               write('1'); 
               preordine(elem^.st); 
               preordine(elem^.dr) 
     end 
end; 

begin 
    write('introduceti radacina :'); 
    citire(rad); 
    if rad<>nil then preordine(rad); 
    writeln(#8' ') 
end. 



Generare 

Generarea tuturor secven�elor Zaks în ordine lexicografic� se poate realiza generând 

toate secven�ele de 0 în ordine lexicografic� sau secven�ele de 1 în ordine antilexicografic�. 

Pentru varietatea materialului vom lucra de aceast� dat� cu secven�ele de 1. Construirea 

secven�ei de 0 �i 1 pe baza secven�ei de 1 folose�te o func�ie invers� corespunz�toare: 

f u
u u

i i

i i

−

+

=
− −

1

1

1 0 0
1

( ) Κ123 , unde s-a definit artificial  un + 1 = 2n. 

program generare_zaks; 
var a:array[1..100]of byte; 
    n,i,j,k:byte; 
procedure scrie; 
var i:byte; 
begin 
     for i:=1 to n do write(a[i]:4); 
     write('    1'); 
     for i:=2 to n do begin 
         for j:=a[i-1]+1 to a[i]-1 do write('0'); 
         write('1') 
     end; 
     for j:=a[n] to 2*n-1 do write('0'); 
end; 

procedure gen; 
begin 
     for i:=1 to n do a[i]:=i; 
     repeat 
           scrie;  
           i:=n; 
           while (a[i]=2*i-1)and(i>1) do dec(i); 
           a[i]:=a[i]+1; 
           for i:=i+1 to n do a[i]:=a[i-1]+1 
     until a[1]=2 
end; 

begin 
     write('n=');readln(n); 
     gen 
end. 

5.3.4. Algoritmi de rang 

Algoritmul de determinare a rangului unei secven�e Zaks se face �inând cont de urm�toarele: 

*  rangul secven�ei Zaks este egal cu al secven�ei de 0 corespunz�toare; 

*  rangul secven�ei Zaks este complementar în raport cu num�rul arborilor 

binari stric�i fa�� de rangul secven�ei de 1 corespunz�toare : rang(x) = bn – rang(u) – 1. 



Se consider� arborii binari stric�i care au primul terminal pe nivelul k. Acest lucru se 

traduce pentru secven�ele de 1 prin aceea c� cel mai mare indice i pentru care ui = i  este egal 

cu k. Ne intereseaz� s� num�r�m arborii care au primul nod pe un nivel mai mare decât  k. 

Propozi�ie:  Fie Un,k  = card{(u1, u2, .. , un)  uj > k,  j = max{ i  |  ui = i}}. Atunci: 

1) Un,k  = Un 1,k 1− −  + Un,k 1+  

2) Un,k  =  
k + 2

2n k− −
− −

2n k
n kC 1. 

Observa]ie: Din defini�ia mul�imii Un,k  avem : Ui,i-1 = 1,  iar 

U i,0 i i {1, ..., n}= ∀ ∈b , . 

Rangul unei secven�e de 1 (considerat în ordinea lexicografic� a gener�rii acestor 

secven�e) se poate calcula recursiv considerând to�i arborii care au primul terminal pe nivel 

mai mare decât cel pe care se afla primul terminal al arborelui curent, plus arborii care au 

primul terminal pe acela�i nivel ca �i primul terminal al arborelui curent, dar inferiori din 

punct de vedere lexicografic arborelui curent. Ace�tia din urm� sunt de forma prezentat� în 

figura 5.17 (stânga) �i sunt echivalen�i cu arborii ob�inu�i prin desfiin�area primului terminal 

�i a printelui acestuia, transferând întreg subarborele drept al neterminalului desfiin�at în 

locul acestuia. Deci ob�inem pentru calculul rangului secven�ei (u1, u2, ... , un) urm�toarea 

rela�ie de recuren�a : 

rang(u1, u2, ... , un) = 
1
U

                                                                       daca p n 

n, p rang(u , ..., u , u 2, ..., u 2) daca p n1 p 1 p 1 n

=
− − <

�
�
�

��
+ − +

   , 

       nivel 0 
 
 
 nivel 1     
 
     nivel k-1 
 
 
  nivel k 
 
 
 
    fig. 5.17. 



unde p j j= =max{ }|  u j . Se determin� secven�a de 1 când se cunoa�te rangul acesteia 

calculând pentru fiecare i = 1, 2, ... num�rul U i,k  maxim care se cuprinde în num�rul 

reprezentând rangul �i diminuând corespunz�tor rangul, pân� ce acesta devine 1: 
program zaks; 
uses crt; 
var a:array[0..100]of byte; 
    t:array[1..100,0..100]of integer; 
    n,i,j,k:byte;r:real;c:char; 

function rang(n:byte):real; 
var k,j:byte; 
begin 
     k:=n; 
     while (a[k]<>k)and(k>1)do dec(k); 
     if k<n then begin 
        for j:=k to i-1 do a[j]:=a[j+1]-2; 
        rang:=t[n,k]+rang(n-1) 
     end 
     else rang:=1; 
end; 

procedure ranginv;  
    var i,j,niv,ii:byte; 
    begin 
         niv:=1;i:=1;ii:=1; 
         while r>1 do begin 
            j:=1; 
            while t[n-ii+1,j]>r do inc(j); 
            r:=r-t[n-i+1,j]; 
            for j:=1 to j do a[i+j-1]:=niv+j-1; 
            niv:=niv+2;i:=i+j; 
         end; 
         for j:=i to n do a[j]:=niv+j-1; 
         for i:=1 to n do write(a[i]:4); 
         readln 
    end; 

function valid:boolean; 
var i:byte; 
begin 
     valid:=false;{a[0]:=0} 
     for i:=1 to n do 
         if (a[i]<=a[i-1])or(a[i]>2*i-1) then exit; 
     valid:=true 
end; 

procedure calc; 
var x:real; 
begin 
     for i:=1 to n do 
         for j:=0 to i-1 do begin 
             x:=(j+2)/(2*i-j); 
             for k:=1 to i-j-1 do x:=x*(2*i-j-k+1)/k; 
             t[i,j]:=trunc(x) 
         end 
end; 

begin 
     write('n=');readln(n); 
     calc; 



     repeat 
           clrscr; 
           writeln('1. RANG'#13#10'2. RANG INVERS'#13#10'3. STOP'); 
           c:=readkey; 
           case c of 
                '1':begin 
                         write('Secventa de 1:'); 
                         for i:=1 to n do read(a[i]);readln; 
                         if valid then writeln(rang(n))  
                                  else writeln('Eroare'); 
                         readln 
                end; 
                '2':begin 
                         write('Rangul secventei:');readln(r); 
                         if r<=t[n,0]then ranginv  
                                     else writeln('Eroare'); 
                         readln 
                end 
           end 
     until not(c in ['1','2']) 
end. 

 


