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REPREZENTAREA, GENERAREA $I
RANGUL ARBORILOR BINARI STRICTI

1.Secvente de nivel
Definitie: Pentru un arbore binar strict A, definim functia care ataseaza fiecarui nod
numarul Intreg corespunzator nivelului pe care se gaseste nodul respectiv in arbore :

A=(N,M),niv.:N—>N.

Definitie: Definim recursiv functia niv :
- nodul radacina are nivelul 0, niv(r) = 0;
- daca nodul n are nivelul x, atunci toti descendentii sai au nivelul x+1, niv(n)=x si nj,

n, descendentii directi ai lui n — niv(n;) = x+1, niv(ny) = x+1.
Pentru un nod n, vom numi valoarea niv(n), "numarul de nivel atasat nodului n*.

Definitie: Secventa formata din numerele de nivel atasate nodurilor terminale
considerate in succesiunea datd de parcuregerea de la stanga la dreapta a arborelui se

numeste secventd de nivel asociata arborelui A.

Observatie: Parcurgerea de la stinga la dreapta se 0
referd la oricare dintre cele trei parcurgeri clasice (in
preordine, inordine sau postordine), parcurgere in care 1 1

se ignora nodurile interne.

Exemplu: Pentru arborele binar strict de pondere 5 din 2
figura 5.1 in care sunt specificate numerele de nivel ale

tuturor nodurilor, secventa de nivel asociata este: (2, 2,

2,3, 3). 3 3
fig. 5.1.
Propozitie: Daca (aj, ay, ... , ay) este o secventd de nivel, atunci existd un indice ke 1, .., n-

1 astfel Incat ay = ay,.



n
oy - < . . —-a; __
Propozitie: Daca (aj, ay, ... , a,) este o secventa de nivel, atunc1Z 27% =1.
i=1

Definitie: Fie (aj, ay, ... , a,) este o secventd de numere naturale pentru care exista un
cel mai mic indice ke 1, .., n-1 astfel incat ax = ax, ;= s. Numim reducere la stinga
inlocuirea in secventa datd a perechii ag, ag4; prin valoarea s-1, secventa obtinutd

numindu-se redusa ei stanga.

Observatie:  Analog se defineste reducerea la dreapta ca fiind inlocuirea in secventa datd
a perechii ay, axy;, pentru cel mai mare k posibil, prin valoarea s-1, secventa obtinutd
numindu-se redusa ei dreapta. Deoarece in rationamentele si algoritmii urmatori nu
existd decat diferente de forma, vom intelege prin reducerea unei secvente - reducerea

la stanga - , iar prin redusa unei secvente - redusa la stanga.

Exemplu: Secventei (2, 2, 2, 3, 3) din exemplul anterior i se pot aplica succesiv reducerile (2,

2,2,3,3)=>(1,2,3,3) = (1,2,2) = (1, 1) = (0).

Propozitie: O secventd (aj, ay, ... , a,) este o secventa de nivel daca si numai daca, prin

efectuarea tuturor reducerilor stangi posibile, se ajunge 1n final la secventa (0).

Observatie: Procedeul descris mai sus reprezintd un algoritm consistent, fiind si o
demonstratie constructiva a bijectivitatii functiei ce atageazd arborelui binar strict secventa

de nivel corespunzatoare.

Lema 1 : Sirul de numere naturale (aj, ap, .. , a,) Cu a;<ax< .. <ay| §1 a>axs> .. >a, este o
secventa de nivel daca si numai daca ax=ay,;=n- 1 §i aj, ap, .. ,ak.1, A , A+, .- »,an SUNL
distincte doua cite doua.

Demonstratie:
(—) Datorita faptului ca, in afara perechii ag, ax,;, oricare doud elemente succesive

n
. . . . . - . . —a; __ .
ale sirului sunt distincte obtinem cd ay = axs. Din relatia 22 =1 scriem
i=1

k n
22_3‘ + 22 = 0.0..010..010.015, + 0.0..010..010..01 o, (cifrele 1 apar pe pozitiile

i=1 i=k+
aj, a, .., a Sl respectiv ay, an.q, .. , A1)-

Suma se calculeaza adunand cifrele de acelasi ordin ntre ele si nu poate conduce la
rezultatul 1 decét daca se realizeaza pe fiecare pozitie adunari cu trecere peste ordin, deci pe

fiecare pozitie existd o cifrd nenuld, fie in primul numar, fie in al doilea (numerele fiind de



aceeasi lungime, transportul aparut la adunarea cifrelor 1 de pe pozitiile ax i respectiv ay; se
va transmite mai departe pana la punctul zecimal cu conditia ca sa nu existe o pereche de
zerourl pe aceeasl pozitie; nici doua cifre 1 nu pot exista deoarece am obtine un rezultat
zecimal). In concluzie toate numerele a;, a,, .. ,ax.1, ax . ka1, .. ,a, sunt distincte, iar ay S1 gy
au valoarea n-1 (obtinutd prin numdrarea elementelor a;, ay, .. ,ax.1, ak+2, .- ,an)-

(<) Este suficient sa observam ca secventei de forma (aj, ay, .. ,ax.1, n-1, n-1, .. ;a,) 1
se vor aplica exact n-1 reduceri, deoarece la fiecare reducere, elementul aparut in urma
reducerii devine egal fie cu elementul din stanga, fie cu cel in dreapta sa. Astfel, la prima
reducere apare un nou element egal cu n-2, dupa a doua reducere un nou element egal cu n-

3, etc. Dupa ultima reducere secventa va avea lungime 1 si va contine numai numarul 0.

Definitie: Secventa (ay, as, .. , a;) se numeste prefixul unei secvente de nivel daca exista
numerele aj,1, aj52, .. , a, astfel incat (aj, as, .., aj, aj+1, aj42, .. , ay) sa fie o secventa de

nivel.

Lema: O secventd (aj, a, .. , aj) este prefixul unei secvente de nivel dacd si numai daca,
efectuand toate reducerile stangi posibile asupra ei obtinem secventa strict crescatoare

(11,12, ... Ip),curp<n-j+p-1.

Reprezentare

Se porneste de la un tablou de adrese ale nodurilor terminale (secventa de nivel data),
la fiecare adresa memorandu-se nivelul nodului respectiv si adresele celor doi descendenti
(nil deoarece nodul curent este terminal). Tabloul initial reprezintd frunzele arborelui ca
padure de subarbori degenerati.

Se unesc (intr-o implementare recursivad) subarborii reducand chiar in tablou pozitiile
corespunzatoare perechii ce se inlocuieste cu parintele sau.

Daca nu se mai gaseste o pereche de noduri succesive situate pe acelasi nivel, desi nu
s-a ajuns cu reducerea tabloului la un singur element sau s-a redus tabloul la un element, dar
acesta nu este de nivel 0 (radacina), algoritmul genereaza mesajul de eroare @ Nu este
secventd de nivel*. In situatia valida, programul genereazi recursiv arborele afisat in format

TREE.



program construire_arbore;
type adresa="nod;
nod=record
niv:byte;
st,dr:adresa
end;
var a:array[0..99]of adresa;
intors:array([l..100]of boolean;
n,i:shortint; p:adresa;

procedure afisare(g:adresa;ind:shortint);
begin
writeln (g”.niv);
if g*.st<>nil then begin
for 1i:=0 to ind-1 do
if not intors([i] then write('| 'Yelse write (' )
write('F—');afisare(qA.dr,ind+l);
intors[ind] :=true;
for 1i:=0 to ind-1 do
if not intors[i] then write('l 'Yelse write (' ')
write('L—');afisare(qA.st,ind+l)
end
end;

procedure construire;
var k:byte;
begin
repeat
k:=1;
while (k<n)and(alk]”.niv<>a[k+1]”.niv) do inc(k);
if k=n then begin writeln('Nu e secv.de nivel');halt end
else begin
new (p);p”*.niv:=alk]”.niv-1;
pt.st:=alk];p".dr:=al[k+1];
alk] :=p;
for i:=k+1 to n-1 do al[i]:=al[i+1]

end;
dec (n)
until n=1;
end;
procedure citire;
begin
write('n="');readln (n);

for i:=1 to n do begin
new(al[i]);read(al[i]”.niv);

A

ali]”.st:=nil;ali]”.dr:=nil
end;
readln
end;
begin
citire;
construire;

if p*.niv=0 then afisare(p,0)
else writeln('Nu e secv. de nivel')
end.



Algoritmul invers presupune citirea structurii arborescente si construirea secventei de
nivel corespunzatoare. Arborele se citeste ca succesiune de muchii ale unui graf, (realizand
implementarea cu matrice de adiacenta - structura fundamental neeconomicad pentru arbori-
pentru diversitate si Tn scopul determinarii grafurilor care nu sunt arbori). Algoritmul are la
baza parcurgerea in adancime a grafului, verificandu-se simultan proprietatilor arborescentei

(graf aciclic, conex, arbore binar, strict):

program construire_secventa_de_nivel;

uses crt;

type MatAdiacenta=array[l..100,1..100]of boolean;
VectMarcaj=array[l..100]of boolean;

var a:MatAdiacenta;
b:VectMarcaij;
n,m,r:byte;

procedure eroare(a:string);
begin
delline;
writeln(a);
readln;halt
end;

procedure df (i,nivel:byte);
var j,desc:byte;
begin
desc:=0;b[i] :=true;
for j:=i+l1 to n do
if ali, j] then
if b[j] then eroare('Structura ciclica')
else if desc=2 then eroare ('Arborele nu este binar')
else begin inc(desc);
df (j,nivel+1)
end;
if desc=1 then eroare ('Arborele nu este strict')
else if desc=0 then write(nivel,' ')
end;

procedure citire;
var i, j:byte;
begin
write ('Numar de noduri:');readln (n);
write ('Numar de muchii:');readln(m);
for m:=1 to m do begin
readln (i, J);

ali,jl:=true;alj,i]:=true
end;
write ('Radacina:');readln(r)
end;
begin
citire;
df (r,0);

if m<>n-1 then eroare ('Graf neconex')
end.



Generare

Generarea tuturor arborilor binari stricti de pondere n se poate reduce deci la
generarea secventelor de nivel de lungime n. Se cautd o modalitate ordonatd de generare, de
exemplu generarea in ordinea lexicografica a secventelor. Secventele (1, 2, ..., n-1, n-1) si
(n-1,n-1, ..., 2, 1) (fig. 5.3 si 5.4) sunt prima si respectiv ultima in ordine lexicografica.

Secventa de nivel imediat urmatoare unei secvente date se obtine 1n trei etape:

a) se determina perechea de noduri terminale succesive de pe acelasi nivel situata cat
mai 1n dreapta (astfel incat sa ramana un prefix cat mai lung neschimbat);

b) se muta subarborele terminal astfel determinat in terminalul situat Tn imediata sa
vecinatate spre dreapta (pentru a mari ordinul secventei generate);

c) daca sufixul format din urmatoarele terminale contine o succesiune de noduri
situate pe niveluri unitar descrescatoare, subarborele corespunzator va fi rasturnat astfel
incat secventa respectiva sd apard 1n ordine crescatoare pastrandu-se astfel proprietatea

sirului de a fi secventa de nivel.

fig. 5.5. fig. 5.6.

program nivel_gen;
var a:array[l..50]of byte;
i,n:byte; j:integer;

procedure next;
var k,t,j:byte;
begin



k:=n;t:=0;
while alk-1]<>alk] do dec(k);
while (k+t<n-1)and(alk+t]=al[k+t+1]+1) do inc(t);
alk-2]:=a[k-2]+1; alk-1]:=a[k-2]+1;
alk]:=alk]-t-1;
if t<>0 then begin
for j:=k+1 to n-t-1 do aljl:=alj+tl;
for j:=n-t to n-1 do aljl:=aln]+j-n+t+1;
a[n]:=a[n]+t
end
end;
procedure scrie;
var 1i:byte;

begin
write(j:4,"':");
for 1i:=1 to n do write(a[i]);writeln
end;
begin
write('n="');readln (n);
for i:=1 to n-1 do ali]:=i;
aln]:=n-1;j:=1;scrie;
while a[l]<>n-1 do begin
inc(Jj);
next;
scrie
end
end.

Algoritmi de rang

Pentru o multime M cu n elemente pe care este definitd o relatie de ordine totald se
considera functia surjectiva @ : M — { 1, 2, .. , n } care conserva relatia de ordine ( dacd x, y
€ M cu x <y, atunci @(x) < @(y) ). Aceasta atagseaza elementelor multimii M numere ntre 1
si n conform ordinii acestora si poartd numele de functie de rang. Folosind idempotenta celor
doud multimi obtinem imediat cd ¢ este o functie bijectiva. Inversa ei este functia care
selecteaza din multimea M elementul corespunzator unui rang dat §i se numeste functie de

rang invers.

Observalie: Problema numardrii arborilor binari stricti cu n frunze este echivalentd cu
problema numararii arborilor binari oarecare cu n noduri (terminale si neterminale) si a
fost rezolvata prin formula lui Catalan (cap.4).

Se ridicd o primd problema care se rezolva, ca si formula lui Catalan, printr-o
formuld de combinatoricd: aflarea numadrului de arbori cu n+1 frunze si care au prima frunza

situata pe un nivel dat .

Propozitie:  Fie An k:calrd{(all, ., ) | (aj, .., ay) este o secventd de nivel si a;=k}.

Atunci:



1) An K = Z bml me bm3 . 'bmk , unde b; este numarul arborilor binari

my+m, +..+m,=n—k
stricti cu i+1 frunze.

2) An,k - An— + A

Programul Pascal urmator contine algoritmii de rang corespunzdtori reprezentdrii
arborilor binari stricti prin secvente de nivel:

a) Se calculeaza rangul unei secvente date adunand numarul de secvente de nivel de
lungime n care au prefixul k (cu k intre 1 §i a;-1) cu numarul de secvente care au prefixul
(ar,k) (cu k intre 1 si ar-1) . . . cu numarul de secvente de nivel care au prefixul (aj, ay, ..., aj.

1, k) (cu k intre 1 si a;-1), etc. Numadrul de secvente de nivel de lungime n care au prefixul

(a1, a, ..., aj.1, k) (pentru k fixat) este An—j K

b) Se determina secventa de rang dat cu ajutorul ValorilorA construind pe

nk’
fiecare pozitie a secventei valoarea r, corespunzatoare din secventa redusa si, folosind o
consecintd a lemei 2 (privind redusa prefixului unei secvente de nivel), se alege a;,; astfel
incat fie aj,; > p+1 dacd r, = p, fie aj.1 > rp daca r, > p. ?n oricare dintre situatii se diminueaza

la fiecare pas valoarea rangului cu numarul secventelor de nivel care au prefixul (aj, a, ...

2
a;j) construit.

program rang_nivel;
uses crt;
type suita=array[0..50] of byte;
rang_nk= array[l..50,0..49]0f longint;

var ank:rang_nk;

r,a:suita;

n,i, j,opt:byte;

x:longint;

function calc(n,k:byte) :longint;

var tt:real;i:byte;

begin
tt:=k/ (2*n-k);
for i:=1 to n-k do tt:=tt/i*(n+i);
calc:=round(tt)

end;

function verif(a:suita) :boolean;
begin

verif:=false;

for i:=n-1 downto 1 do begin



j:=1;
while (al[jl<>alj+l])and(j<i) do inc(j);
if al[jl<>al[j+1l] then exit;
aljl:=aljl-1;
for j:=3+1 to i do aljl:=alj+1]
end;
if a[l]=0 then verif:=true
end;
function rang :longint;
var rr:longint;m,1i, j,p:integer;
begin
rr:=1;m:=1;p:=0;r[0] :=0;
for j:=1 to n-1 do begin
for 1:=0 to a[j]l-m-1 do rr:=rr+ank[n-j,m+i-p]l;
p:=ptl;ripl:=aljl;

while r[p-1l]l=r[p] do begin
p:=p-l;r[pl:=r[pl-1
end;
if r[pl]=p then m:=p+l1l else m:=r[p]
end;

rang:=rr
end;

function catalan(i:byte) :longint;

var tt:real;var j:byte;

begin
tt:=1/(1i+1);
for j:=1 to i do tt:=tt/j*(i+3);
catalan:=round(tt)

end;

procedure ranginv;
var m,i, j,p:integer;
tsum:longint;
begin
x:=x-1; {conversia de la rang 1l...x la 0...x-1}
m:=1;p:=0;r[0]:=0;
for j:=1 to n-1 do begin
1i:=0;tsum:=0;
repeat
tsum:=tsum+ank [n-7j,m+i-p];
i:=1i+1
until tsum>x;
x:=x-tsumtank [n-j,m+i-p-17];
aljl:=m+i-1;
p:=ptl;ripl:=aljl;
while r[pl=r[p-1] do begin
p:=p-l;r[pl:=r[pl-1
end;
if r[p]l=p then m:=p+l
else m:=r[p]

end;

aln]:=r[pl;

for i:=1 to n do write(a[i]:3)
end;
begin

write('n=");

readln (n) ;
for 1i:=1 to n do
for j:=0 to i do



ank[i, j]:=calc (i, J);
repeat
clrscr;
writeln('l.FUNCTIA RANG ATASATA SECVENTEI DE LUNGIME ',N);
writeln('2.SECVENTA DE LUNGIME ',N,' DE RANG DAT');
readln (opt) ;
case opt of
1: begin
write('Dati secventa: ');
for i:=1 to n do read(a[i]);readln;
if not verif(a) then writeln('nu e secv.de nivel')
else writeln(rang);

readln
end;
2:begin
write ('Dati rangul:');readln (x);
if x>catalan(n-1) then writeln('nu exista')
else ranginv;
readln
end
end
until opt >2
end.
2. Secvente Pal
Prezentare
Pentru un arbore binar strict de pondere n se
defineste secventa (pj, p2, .- , Pn-1), Unde p; este un
intreg reprezentand numarul de noduri interne aflate
2 2 3 N N . .
inaintea nodului i 1Tn succesiunea de noduri
reprezentand parcurgerea arborelui in preordine.
4
Exemplu: Pentru arborele din figura 5.10. secventa
fig. 5. 10. Pal corespunzdtoare este ( 2, 2, 3, 4, 4).
Observatie:  numarul atasat ultimei frunze este intotdeauna n-1 si deoarece nu este

semnificativ nu a mai fost luat In considerare.

Propozitie:  Un sir de numere naturale (pi, p2, .. , pn-1) €ste o0 secventd Pal daca si numai

daca pi<pi+1, Vie {l,.,n-1},pn=nsip; =i, Vie {1, .,n}.



Reprezentare

Algoritmul de reprezentare consta din reconstituirea recursivd a legaturilor de
descendentd pe baza secventei Pal corespunzatoare; variabila globald j memoreaza numarul

nodurilor interne parcurse in secventa in inordine pana la nodul curent:

program reprezentare_secv_Pal;
var p:array[l..200]of byte; {secventa Pal}
st,dr: array[l..200]of byte; {descendenti stangi, drepti}
inchis:array[0..200]of boolean; {inchide nivelul de afisare pe
fiecare nivel de indentare}
n,i,3j,Jj,k,term:integer;

procedure afisare(j:byte;ind:integer);

begin
if 3=0 then begin writeln ('*');exit end;
writeln (j);
intchis[ind] :=false;

for 1:=0 to ind-1 do
if not inchis[i] then write('l ")
else write (' ')
write('f—');afisare(st[j],ind+l);
inchis[ind] :=true;
for 1:=0 to ind-1 do
if not intors([i] then write('l ")
else write (' ')
write('f—');afisare(dr[j],ind+l)
end;

procedure construieste (nod:byte);

begin
if nod=n then exit;
if nod=p[term] then st[nod]:=0
else begin
st [nod] :=nod+1; j:=73+1;
construieste (st [nod])
end;
term:=term+1;
if j=pl[term] then dr[nod]:=0
else begin
dr [nod]:=7j+1; j:=3+1;
construieste (dr[nod])
end
end;

function valid:boolean;
begin
valid:=false;
if (plll<l)or (pl[ll>n) then exit;
for i:=2 to n do 1if (plil<i) or (plil<pl[i-1]) then exit;
if p[n+l]<>n then exit;
valid:=true
end;
begin
readln (n) ;
for i:=1 to n do read(plil);
n:=n-1;
if not valid then writeln ('IMPOSIBIL')
else begin



term:=1; j:=1;construieste (1) ;
afisare(1,0)
end
end.

Algoritmul invers citeste structura arborescenta si construieste secventa Pal
corespunzatoare prin numadrarea propriu-zisa a nodurilor interne pe masura ce se parcurge in
preordine arborele si prin afisarea numarului determinat in momentul intilnirii unui nod
terminal (cu descendentii st, dr =0). Programul propus are la baza un algoritm simplificat

care nu memoreaza secventa in vederea altor prelucrari si nu face decat validari minimale:

program construire_secventa_Pal;
var st,dr:array[l..100]of byte;
n,i,r,nr:byte;

procedure eroare(a:string);
begin
writeln(a);
readln;halt
end;

procedure parcurg_pal (i:byte);
begin
if st[i]*dr[i]=0 then write (nr,' ')
else begin
nr:=nr+l;
parcurg_pal (st[i]);
parcurg_pal (dr[i])

end
end;
begin
write('n="');readln (n);
for i:=1 to 2*n-1 do begin
write('st[',1i,"']=");readln(st[i]);
write('dr[',i,']=");readln(dr[i]);
if (st[i]=0)xor(dr[i]=0) then erocare('Arbore nestrict')
end;
nr:=0;
write ('radacina=") ;readln(r);

parcurg_pal (r);
end.



Generare

Algoritmul de generare a tuturor secventelor Pal presupune pastrarea ordinii
lexicografice a secventelor (ca si in cazul secventelor de nivel), prima dintre secvente fiind

(1,2, ..., n), iar ultima (n, n, ... ,n) corespunzand arborilor din figura 5.12.

fig. 5.12.

Algoritmul de generare speculeaza proprietdtile relevate de propozitia de
caracterizare prezentatd la Tnceputul subcapitolului : se genereaza toate secventele care au
proprietatea ca pe fiecare pozitie i pot exista numere Intre i §i n, iar pozitiille urmatoare
trebuie sa satisfaca simultan proprietatile p; < pi.; sipi=1:

program pal_gen;
var p:array[0..50]of byte; {secventa Pal generata}
gata:boolean;
i,n,k:byte;
Jj:integer;
procedure next;
begin
k:=n;
while pl[k]l=n do dec (k);
if k=0 then gata:=true
else begin
inc(p([k]);
for i:=k+1 to n do
if i>p[k] then pl[i]:=1 else pl[i]:=plk]
end
end;

procedure scrie;
var i:byte;

begin

write(j:4,"':");

for i:=1 to n do write(pl[i]);writeln
end;
begin

write('n="');readln (n);



for i:=1 to n do pl[i]:=1i;
pl0]:=0;7j:=1;
gata:=false;
repeat
scrie;
next;
inc (3)
until gata;
end.

5.2.4. Algoritmi de rang

Propozitie:  Fie Pn K cardinalul multimii {(a;, ay, .. , a,) | (ai, .. , ay) este o secventd Pal

si a; = k}. Atunci:

1)Pnn:1
2) Pn,1: bn—l
n-1
3) Pn,k= j_zk_lpn'l’j pentruk €[2,n-1]

_k n—k
4) Pn,k_ mczn_k N Vk E[l,l’l]

Propozitie:  Algoritmul pentru determinarea rangului unei secvente Pal date se reduce de

fapt la o formula de calcul: rang (p;, p2, ... , pn) =1 + Z z P K ..
o = n—k+1,j

program rang_secv_Pal;

var p:array[l..100]of byte; {Secventa Pal}
n,i, j,k:byte; x:real;
pnk:array[1l..100,1..100]0of longint;
r,rg:longint;

procedure calc;
begin
for 1i:=1 to n do
for j:=1 to i do begin
x:=3/(2*i-3);
for k:=1 to i-3j do x:=x*(2*1i-j-k+1) /k;
pnk[i, j] :=trunc (x)
end
end;

procedure rang;
begin
rg:=1;
for k:=1 to n do
for j:=2 to pl[k]l-k+1l do rg:=rg+pnk[n-k+1,3j];
writeln ('rang="', rqg)
end;



procedure ranginv;

begin
for k:=1 to n-1 do begin
r:=0;j:=0;
repeat
J:=3+1;
r:=r+pnk[n-k+1, j1;
until r>=rg;
plk]:=j+k-1;
rg:=rg-r+pnk[n-k+1,1]
end;
pln]:=n;
for i:=1 to n do write(pl[i]:4);
readln
end;
begin
write('n="');readln (n);
fillchar (pnk,sizeof (pnk),0);
calc;
repeat
write ('rangul secventei dorite='");readln(rg);
ranginv;
rang; readln
end

end.



3. Secvente Zaks

Prezentare

Secventele Zaks corespunzatoare arborilor binari stricti reproduc in cod binar forma
polneza de parcurgere in preordine a arborilor binari.

Se considerd un arbore binar strict cu n noduri interne. Se noteazd nodurile interne cu
1 si nodurile terminale cu 0. Parcurgerea arborelui in preordine va genera o secventa de 0 si
1 avand lungimea 2n+1 in care ultimul elemnt este obligatoriu 0, deci se omite, obtindndu-se
o codificare de maxima eficienta din punctul de vedere al memoriei (pe 2n biti, fatd de n

octeti in cazul secventelor anterior prezentate).

Exemplu: Arborelui de pondere 5 din figura
5.16 1i corespunde secventa Zaks @de

0si 1*:(11001010).

Observalie: Daca in secventa Zaks notdm

numai numarul de cifre 1 aflate in fata

fiecarui 0 obtinem secventa Pal

fig. 5.16 o
corespunzatoare aceluiasi arbore.

Alta forma de reprezentare a secventelor Zaks este aceea in care se noteazad pozitia

fiecarei cifre 1 in secventa Zack clasica; se obtine astfel secventa @de 1-uri*

corespunzatoare. Analog pentru pozitiile zerourilor din secventa Zaks clasicd se obtine

secventa @de O-uri*.

Exemplu: Pentru arborele din figura 5.16 secventa Pal este (2, 2, 3, 4), secventa @de 1* este

(1,2, 5, 7), iar secventa @de 0* este (3, 4, 6, 8).

Definitie: Spunem ca o secventd oarecare de 1 si O satisface proprietatea de dominatie
daca orice prefix al secventei contine tot atatea sau mai multe cifre de 1 decat cifre de
0. Prin prefixul unei secvente de lungime » intelegem subsecventa formatd din primele

i cifre ale secventei, i € {1,2,3,...,n}.

Propozitie: O secventa de 0 si 1 este o secventd Zaks atasatad unui arbore binar strict daca

este formata din tot atatea cifre de O si 1 si satisface proprietatea de dominatie.

Observatie:  Propozitia precedentda demonstreaza relatia de corespundentd biunivoca ce se

poate stabili intre arborii binari stricti de pondere n+1 si secventele de n de 0 si n de 1



care satisfac proprietatea de dominatie. Din demonstratie deducem mai multe
modalitati de reducere a unei secvente @de 0 51 1% :

* se completeaza secventa cu un O final, se inlocuieste cea mai din stanga
secventa 100 prin O de céte ori este posibil si la sfarsit trebuie sd obtinem secventa 0;

* se inlocuieste cea mai din stanga secventd 100 prin O de cate ori este posibil
si 1n final se obtine o secventd formata prin concatenarea unui numar oarecare de secvente
10;

* se eliminad orice secventa 10 din secventa de cate ori este posibil si in final se

obtine secventa vida.

Propozitie:

1. Secventele de intregi z = (z;, 7z, ... , Zy) cu proprietatea ca 1<z;< 7< ... < z, = 2n §i
z; 2 2i, Vie[l,n] si arborii binari stricti de pondere n+1 se afla In corespondenta biunivoca
(secvente de 0).

2. Secventele de Intregi u = (uj, uy, ... , Uy) cu proprietatea cd 1 = uy< < ... < U, < 2n §i
u, <2i—1, Vie[l,n] si arborii binari stricti de pondere n+1 se afld In corespondentd

biunivoca (secvente de 1).

Observalie:Deci reprezentarea unui arbore atat prin secventa Zaks corespunzdtoare, cat si

prin secventa de 1 sau prin secventa de 0 corespunzdtoare este consistenta.
Reprezentare

Pentru reprezentarea unui arbore binar strict a carui secventd Zaks este cunoscuta se
folosesc reducerile de tipul 100—0 stabilind @identitatea si legaturile* fiecarui O din
secventda. Cu alte cuvinte transformam operatia de contragere a subarborilor prezentata la
capitolul 5.1.1 1n operatie de construire §i conectare de subarbori (capitolul 5.1.2).

Deoarece notatia corespunzdtoare fiecarui nod nu are nici o importantd, au fost
stabiliti identificatorii de nod ca numere naturale @de jos in sus* (primele numere naturale -
terminalele si, pe masura ce se determind, urmatoarele numere naturale nodurile interne). S-a
folosit secventa @de 0* ca date de intrare si pe baza ei a fost construitd secventa Zaks de O si

1 pentru a realiza o procedura mai comoda de validare a datelor de intrare:



program construire_arbore_Zaks;
type secv=array[l..100]of byte;
adr="nod;
nod=record
id:byte;
st,dr:adr
end;
var x:secv;
asarray[l..100]of adr;
intors:array[l..100]of boolean;
z:string;
n,i,nn:byte;
procedure afiseaza(g:adr;ind:shortint);
begin
writeln (g”.id);
if g”.st<>nil then begin
for 1i:=1 to ind-1 do

if not intors([i] then write('| ')else write (' )
write('f—');afiseaza(qA.st,ind+l);
intors[ind] :=true;
for 1i:=1 to ind-1 do
if not intors([i] then write('?® ')else write (' )
write('Lf');afiseaza(qA.dr,ind+l)
end

end;

procedure uneste;
var i, j,nz:byte;
temp:adr;

begin
i:=pos('100',2z);
nz:=0;
for j:=1 to i do if z[j]='0"' then inc(nz);

delete(z,1,2);

inc (nn) ;new (temp) ; temp”.id:=nn;

temp”.st:=a[nz+l];temp”.dr:=a[nz+2];

alnz+l] :=temp;

for j:=nz+2 to n do aljl:=al[j+1]
end;

function valid:boolean;
var i:byte;
begin
valid:=false;
if x[1]=0 then exit;
for i:=2 to n do
if (x[i]<=x[i-1])or(x[i]<2*i) then exit;
valid:=true

end;
begin
write ('Ponderea arborelui:');readln(n);
n:=n-1;
fillchar(z,2*n,'1');z[0] :=chr(2*n);
write ('Secventa Zacks data de pozitiile cifrelor 0:');
for i:=1 to n do begin
read(x[i]);z[x[1]]:="'0"
end;

z:=z+'0";
for i:=1 to nt+l do begin
new(al[i]);al[i]”.id:=1i;



af[i]”.st:=nil;af[i]”.dr:=nil
end;
nn:=n+2;
if valid then begin
while z<>'0' do uneste;
afiseaza(all], 1)
end
else writeln('Secventa incorecta');
readln
end.

Invers, construirea secventei Zaks pe baza arborelui dat ca structura dinamica sau ca
structurd statica prin vectorii de descendenti stingi respectiv drepti ai fiecarui nod este o

versiune a procedurii de parcurgere in inordine:

program construire_secv_Zaks;
type arbore="varf;
varf=record
nod:char;
st,dr:arbore;

end;
var rad:arbore;

procedure citire(var elem:arbore);
var x:string;
begin
readln (x) ;
if x<>'' then begin
new (elem);elem”.nod:=x[1];

write ('introduceti desc.stang pentru ',elem”.nod,':"');
citire(elem”.st);
write ('introduceti desc.drept pentru ',elem”.nod,':');
citire(elem”.dr)

end

else elem:=nil
end;

procedure preordine (elem:arbore);
begin
if elem”.st=nil then write('0")
else begin
write('1l");
preordine (elem”.st);
preordine (elem”.dr)
end
end;

begin
write ('introduceti radacina :');
citire(rad);
if rad<>nil then preordine(rad);
writeln (#8' ')

end.



Generare

Generarea tuturor secventelor Zaks in ordine lexicografica se poate realiza generand
toate secventele de O in ordine lexicografica sau secventele de 1 in ordine antilexicografica.
Pentru varietatea materialului vom lucra de aceasta data cu secventele de 1. Construirea

secventei de 0 si 1 pe baza secventei de 1 foloseste o functie inversa corespunzatoare:

£ w) =1 (&(30 , unde s-a definit artificial u, . = 2n.

U, —u,~1
program generare_zaks;
var a:array[l..100]of byte;
n,i, j,k:byte;
procedure scrie;
var i:byte;
begin
for 1i:=1 to n do write(ali]:4);
write (' 1');
for 1i:=2 to n do begin
for j:=a[i-1]+1 to a[i]l-1 do write('0");
write('1l")
end;
for j:=a[n] to 2*n-1 do write('0'");
end;

procedure gen;

begin
for i:=1 to n do ali]:=i;
repeat
scrie;
i:=n;
while (af[il]l=2*i-1)and(i>1) do dec(i);
ali]:=ali]+1;
for i:=i+1 to n do al[i]l:=al[i-1]+1
until af[l]=2
end;
begin
write('n="');readln (n);
gen
end.
5.3.4. Algoritmi de rang

Algoritmul de determinare a rangului unei secvente Zaks se face tinand cont de urmatoarele:
* rangul secventei Zaks este egal cu al secventei de 0 corespunzdtoare;

* rangul secventei Zaks este complementar in raport cu numdrul arborilor

binari stricti fatd de rangul secventei de 1 corespunzatoare : rang(x) = bn_ rang(u) — 1.



Se considera arborii binari stricti care au primul terminal pe nivelul k. Acest lucru se
traduce pentru secventele de 1 prin aceea ca cel mai mare indice i pentru care u; =i este egal

cu k. Ne intereseazd sa numardm arborii care au primul nod pe un nivel mai mare decat k.

Propozitie:  Fie Un K= card{(uy, uy, .., up) | uj >k, j=max{i | uj=i}}. Atunci:

D Un,k = Un—l,k—l + Un,k+1

_ k+2 n-k-1
2) Un,k " 2n—k “2n-k
Observajie: Din  definitia  multimii U avem : U... =1 iar

n,k

Uiozbi,Vie{l,...,n}.

2

Rangul unei secvente de 1 (considerat in ordinea lexicograficd a generdrii acestor
secvente) se poate calcula recursiv considerand toti arborii care au primul terminal pe nivel
mai mare decat cel pe care se afla primul terminal al arborelui curent, plus arborii care au
primul terminal pe acelasi nivel ca si primul terminal al arborelui curent, dar inferiori din

punct de vedere lexicografic arborelui curent. Acestia din urma sunt de forma prezentatd in

nivel 0

nivel 1

nivel k-1

nivel k

fig. 5.17.
figura 5.17 (stanga) si sunt echivalenti cu arborii obtinuti prin desfiintarea primului terminal

si a printelui acestuia, transferdnd intreg subarborele drept al neterminalului desfiintat Tn
locul acestuia. Deci obtinem pentru calculul rangului secventei (u;, up, ... , U,) urmatoarea

relatie de recurenta :

1 dacap=n

rang(uy, Uz, ... , Un) = Unp+rang(u1,...,up_1,up+1—2,...,un—2)dacap<n ’



unde p=max{jl u;=j}. Se determind secventa de 1 c&nd se cunoaste rangul acesteia

calculand pentru fiecare i = 1, 2, ... numarul Ui K maxim care se cuprinde in numarul

reprezentand rangul si diminuand corespunzator rangul, pana ce acesta devine 1:

program zaks;

uses crt;

var a:array[0..100]of byte;
t:array[1l..100,0..100]0f integer;
n,i,j,k:byte;r:real;c:char;

function rang(n:byte) :real;
var k, j:byte;
begin
k:=n;
while (al[k]<>k)and(k>1)do dec(k);
if k<n then begin
for j:=k to i-1 do aljl:=alj+1]1-2;
rang:=t [n, k]+rang(n-1)
end
else rang:=1;
end;

procedure ranginv;
var i, j,niv,ii:byte;
begin
niv:=1l;i:=1;ii:=1;
while r>1 do begin
j:=1;
while t[n-ii+1, j]l>r do inc(3j);
r:=r-t[n-i+1, j1;
for j:=1 to j do al[i+j-1]:=niv+j-1;
niv:=niv+2;i:=1i+7j;

end;

for j:=1 to n do al[j]:=niv+j-1;
for i:=1 to n do write(al[i]:4);
readln

end;

function valid:boolean;
var i:byte;
begin
valid:=false; {a[0] :=0}
for 1i:=1 to n do
if (alil<=al[i-1l])or(alil>2*i-1) then exit;
valid:=true
end;

procedure calc;
var x:real;
begin
for i:=1 to n do
for 7:=0 to i-1 do begin
x:=(3+2)/(2*1i-3);
for k:=1 to i-j-1 do x:=x*(2*i-j-k+1) /k;
t[i, j]:=trunc (x)
end
end;

begin
write('n="');readln (n);
calc;



repeat
clrscr;
writeln('l. RANG'#13#10'2. RANG INVERS'#13#10'3. STOP');
c:=readkey;
case c of
'1':begin
write ('Secventa de 1:');
for 1i:=1 to n do read(a[i]);readln;
if valid then writeln(rang(n))
else writeln ('Erocare');

readln

end;

'2':begin
write ('Rangul secventei:');readln(r);
if r<=t[n,0]then ranginv

else writeln('Erocare');

readln

end

end
until not(c in ['1','2'])

end.



