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Introducere

Rationamentul inductiv are la bazăconstruirea termenilor unui şir de obiecte în functie de termenii anteriori
(deja determinaţi). Principiul inducţiei matematice este un mod de raţionament prin care se asigurăfaptul că
obiectele dinşir sunt generate corect indiferent de poziţia termenului.
Exemple

1. Şirul lui Fibonacci
1, 1, 2, 3, 5, 8, ...
Pentru acest şir se poate dermina o formulăprin care se poate calcula orice termen (formulăcare se
demonstreazăprin inducţie matematică)

2. Calculul unor sume folosind sume calculate anterior
Sk=x1+…+xk, conduce la Sk=Sk-1+xk.

 Dacăxk=k, pentru orice k număr natural nenul, obţinem formula Sn=n(n+1)/2.
 Dacăxk=k2, pentru orice k număr natural nenul, obţinem formula Sn=n(n+1)(2n+1)/6.
 Dacăxk=k3, pentru orice k număr natural nenul, obţinem formula Sn=n2(n+1)2/4.

Toate aceste formule putând fi demonstrate prin inducţie matematică, în acest fel avem certitudinea căele
sunt adevărate prntru orice număr natural nenul n.

Inducţia matematicăpleacăde la câţiva termini daţi (de obicei primii) sau construiti prin diverse metode
(backtracking, manual, etc) şi verificăposibilitatea de a trece de la unul sau mai mulţi termini generaţi
anterior la cel curent.

Notiuni introductive. Principiul inducţiei matematice.

Inducţia completăare un domeniu restrâns de aplicabilitate în matematică. De regulă, propoziţiile matematice se referăla o
mulţime infinităde elemente (de exemplu, mulţimea numerelor naturale, mulţimea numerelor prime, mulţimea poliedrelor
ş.a.m.d.) şi nu este posibil de considerat, pe rând, toate aceste elemente. Existăînsăo metodăde a raţiona, care înlocuieşte
analiza, de altfel imposibil de realizat în practică, a unei mulţimi finite de cazuri cu demonstrarea faptului că, dacăo propoziţie
este adevăratăîntr-un caz, atunci ea se dovedeşte a fi adevăratăşi în cazul care succede acestuia. O astfel de metodăde
raţionament se numeşte inducţie matematică.
Săluăm o problemăfoarte simplă: Pentru orice număr natural nenul n are loc egalitatea:

1+2+3+…+n=n(n+1)/2 (1)
Sănotăm cu P(n) egalitatea (1) (care este o propoziţie), pentru orice număr natural nenul n. Atunci, faptul căP(1), P(2), P(3),
P(4), P(5) sunt adevărate (se verificădirect foate uşor), înseamnăcăegalitatea (1) are loc respectiv pentru n=1, n=2, n=3, n=4,
n=5.
Sădemonstrăm căpentru orice număr natural nenul oarecare k, avem căP(k) implicăP(k+1).
Aceasta înseamnăcădin egalitatea 1+2+…+k=k(k+1)/2 sărezulte egalitatea 1+2+…+k+(k+1)= (k+1)(k+2)/2.
Într-adevăr,
1+2+…+k+(k+1)= (1+2+…+k)+(k+1)= k(k+1)/2 + (k+1)=(k+1)(k+2)/2.
Astfel, propoziţia P(n) este adevăratăpentru n=1, iar faptul căea este adevăratăpentru n=k, rezultăcăea este adevăratăşi
pentru n=k+1.
Atunci P(1) implicăP(2), deoarece 2=1+1; P(2) implicăP(3), deoarece 3=2+1; P(3) implicăP(4), deoarece 4=3+1; ş.a.m.d.

Pare natural căîn modul acesta se poate ajunge pânăla orice număr n, adicăP(n) este adevăratăpentru orice număr
natural nenul n; deci raţionamentul făcut pare convingător. Acest raţionament este riguros din punct de vedere matematic,
deoarece este un caz particular al unui principiu de bazăal matematicii, numit principiul inducţiei matematice.
Acesta se formuleazăastfel:

Dacăo propoziţie P(n), n fiind un număr natural, este eadevăratăpentru n=0, şi, din aceea căea este adevărată
pentru n=k (unde k este un număr natural oarecare) rezultăcăea este adevăratăşi pentru numărul natural n=k+1, atunci
propoziţia P(n) este adevăratăpentru orice număr natural n.
În modul de construcţie a mulţimii numerelor naturale (introdus de G. Peano), principiul inducţiei matematice este una dintre
axiomele de bază. Acest principiu ne dămetoda de demonstraţie numitămetoda inducţiei matematice.
Fie P(n) o propoziţie care depinde de un număr natural mn  , m fiind un număr natural fixat.
Demonstraţia prin metoda inducţiei matematice a propoziţiei P(n), constădin douăetape:
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1. Se verificămai întâi căP(m) este adevărată.
2. Se presupune căP(k) este adevăratăşi se demonstreazăcăP(k+1) este adevărată, k fiind un număr natural mai mare sau

egal cu m.

Dacăambele etape ale demonstraţiei sunt verificate, atunci propoziţia este adevăratăpentru orice număr natural mn  .
Observaţie
În metoda anterioarăse face trecerea de la P(k) la P(k+1), adicăse foloseşte pasul 1. Principiul inducţiei matematice merge
folositşi cu alt pas h (număr natural nenul fixat). Aceastăvariantăare forma:
Fie P(n) o propoziţie care depinde de un număr natural mn  , m fiind un număr natural fixat.
Demonstraţia prin metoda inducţiei matematice cu pasul h (număr natural nenul fixat) a propoziţiei P(n), constădin etapele:
1. Se verificămai întâi căP(m), P(m+1),…P(m+h-1) sunt adevărate.
2. Se presupune căP(k) este adevăratăşi se demonstreazăcăP(k+h) este adevărată, k fiind un număr natural mai mare sau

egal cu m.
O altăvariantăa principiului inducţie matematice este următoarea:.
Fie P(n) o propoziţie care depiinde de un număr natural mn  , m fiind un număr natural fixat.
Demonstraţia prin aceastăvariantăa metodei inducţiei matematice a propoziţiei P(n) constădin:

1. Se verificămai întâi căP(m) este adevărată.
2. Se presupune căP(l) este adevăratăpentru orice l, unde klm  , şi se demonstrezăcăP(k) este adevărată.

Dacăambele etape ale demonstraţiei sunt verificate, atunci propoziţia P(n) este adevăratăpentru orice număr natural mn  .

Aplicaţii

1. Săse demonstreze căorice număr natural 2n , ori este număr prim, ori se descompune în produsul unui număr finit de
numere prime.
Demonstraţie
Folosim metoda inducţiei matematice (varianta anterior prezentată). Notăm cu P(n) propoziţia: “Numărul 2n , ori este prim,
ori este produs de numere prime”.
1. P(2) este adevărată, deoarece n=2 este număr prim.
2. Săpresupunem căP(l) este adevăratăpentru orice l, kl 2 , şi sădemonstrăm că
P(k) este adevărată. Într-adevăr, fie numărul natural k. Dacăk este un număr prim rezultăcăP(k) este adevărată. Dacăk nu este
număr prim, atunci k=ab, unde kba  ,2 . Dupăpresupunerea noastrăP(a), P(b) sunt adevărate, adicăa şi b ori sunt prime,
ori se descompun în produse de numere prime. Atunci este clar căşi k=ab se descompune în produs de numere prime, adică
P(k) este adevărată. Conform metodei inducţiei matematice rezultăcăP(n) este adevăratăpentru orice număr natural 2n .

Algoritmul care realizeazădescompunerea unui număr natural nenul este urmatorul:

Algoritm descompunere_in_factori_primi
var i,k,n,m:integer

sw:boolean
begin
read(n)
k:=1
m:=n
if n=1 then

write('Descompunerea in factori primi este ',n);
oprire algoritm

endif
writeln('Descompunerea in factori primi este ')
sw:=true
while m<>1 do
k:=k+1
i:=0
while m mod k=0 do
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m:=m div k
i:=i+1

endw
if i>0 then
if sw then

write(n,'=',k,'^',i)
sw:=false

else
write('*',k,'^',i)

endif
endif

endw
end

2. Se dau n (n1) perechi de numere întregi (a1, b1), (a2,b2), …, (an , bn). Sã se determine douã numere întregi cşi d cu
proprietatea:
(a1

2 + b1
2) (a2

2+ b2
2) … (an

2+ bn
2) = c2 + d2 .

Exemplu
Pentru n=3 şi perechile:
2 3
1 3
2 2
se va afişa:
c=28
d=16
Soluţie
Existenţa şi construcţia numerelor c şi d se poate realiza prin inducţie matematicã cu pasul 1.
Dacã n=1 atunci putem lua c=a1 şi d=b1.
Dacã (a1

2 + b1
2) (a2

2+ b2
2) … (ak

2+ bk
2) = e2 + f2 , atunci putem lua c = eak+1+ fbk+1 şi d= ebk+1 – fak+1 pentru a obţine (a1

2 + b1
2)

(a2
2+ b2

2) … (ak
2+ bk

2) (ak+1
2+ bk+1

2) = c2 + d2.
Algoritmul bazat pe modalitatea de construire a lui c şi d, prezentatã anterior este urmãtorul:

Algoritm aplicatia2
var a,b:array[1..500] of integer;

c,d,c1,d1,n,i:integer;
begin
read(n);
for i:=1 to n do

write('Dati perechea ',i,' cu spatiu intre numere ')
read(a[i],b[i])

endfor
c:=a[1];d:=b[1]
for i:=2 to n do

c1:=c*a[i]+d*b[i]
d1:=abs(c*b[i]-d*a[i])
c:=c1
d:=d1

endfor
write('c=',c)
write('d=',d);
end
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Probleme propuse

1. Problema patrat. Pentru n număr natural, n6 săse împartăun pătrat în n pătrăţele.
Exemplu
Pentru valoarea lui n egalăcu:
10
9
o soluţie posibilăeste:
1 1 1 1 4 4 7 8
1 1 1 1 4 4 10 9
1 1 1 1 5 5 6 6
1 1 1 1 5 5 6 6
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Primul tablou corespunde partiţiei:

Al doilea tablou corespunde partiţiei:

Observăm mai întâi cădatorităprincipiului inducţiei matematice problema are soluţie pentru orice n6. Pasul inducţiei
este 3.

Astfel problema poate fi rezolvatăconstruind succesiv unşir de tablouri.
Primele 3 descompuneri sunt:
Pentru. n=6,
1 2 3
6 6 4
6 6 5
Pentru. n=7,
1 1 4 5
1 1 7 6
2 2 3 3
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2 2 3 3
Pentru n=8,
1 2 3 4
8 8 8 5
8 8 8 6
8 8 8 7
Algoritmul pe care îl prezentăm mai jos se bazeazăpe situaţiile:
- dacăn este par atunci pătratul va fi descompus astfel:

.

.

.

. . .

-dacăn este impar atunci pătratul va fi descompus astfel:

(*)

iar pătratul (*) se descompune în n-3 pătrăţele cu metoda de mai sus, pentru căn-3 este par.

2.Problema semne. Pentru n numar natural, săse găseascăo combinaţie de semne +şi - (adicăun şir x=(x1,x2,...,xk), xi se afla
în {-1,1})şi un numar k natural nenul astfel încât:
n=x1*12+x2*22+...+xk*k2.
Exemplu
Pentru valorile lui n egale cu:
2
4
8
5
o soluţie posibilăeste:
- - - +
- - +
- - + + - - +
+ + - - +

Indicaţie
Problema sub forma algebrică(P.Erdos şi M. Suranyi) se rezolvăconstruind iterativ combinaţii de semne pentru numerele
consecutive de la 0 la numărul n. Astfel avem o soluţie prin inducţie matematicăcu pasul 4, primii 4 termeni fiind:
0=12+22-32+42-52-62+72

(n/2)-1 pătrăţele

(n/2)-1 pătrăţele
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1=12

2=-12-22-3 2+42

3=-12+22 ,
celelalte combinaţii se construiesc inductiv cu pasul 4, folosind relaţia:
4=(m+1)2-(m+2)2-(m+3)2+(m+4)2. Astfel, dacăpentru k avem scrierea x1*12+x2*22+...+xh*h2, atunci pentru k+4 avem
x1*12+x2*22+...+xh*h2+(h+1)2-(h+2)2-(h+3)2+(h+4)2 . Putem lua astfel xh+1=1, xh+2=-1, xh+3=-1, xh+4=1.

3. Se dã un numãr natural par m. Se cere sã se determine douã numere naturale xşi y, astfel încât m= (x+y)2 +3x+y.
Exemplu
Pentru m=6 se va afişa:
x=0
y=2

Indicaţie
Determinarea numerelor x şi y o vom face prin inducţie matematicã cu pasul 1, notându-le cu xn şi yn unde m=2n .
Dacã m=0, putem lua x0=y0=0. Dacã afirmaţia este adevãratã pentru n numãr natural, atunci avem:
2n=(xn+yn)2+3xn+yn.
Pentru a gãsi xn+1şi yn+1 (deci a face trecerea de la n la n+1) cu 2n+2=(xn+1+yn+1)2+3xn+1+yn+1 (*), distingem cazurile:
I. yn=0, atunci putem lua xn+1=0; yn+1=xn+1 şi (*) este verificatã.
II. yn1, atunci, pentru xn+1=xn+1 şi yn+1=yn-1, obţinem (*).

4. Pentru n numãr natural, n6. Sã se determine o soluţie în mulţimea numerelor naturale a ecuaţiei:
1/x1

2 + 1/x2
2 + . . . + 1/xn

2 =1.
Exemplu
Pentru n=7 o soluţie este:
2 2 2 4 4 4 4

Indicaţie
Soluţia problemei problemei poate fi construitã folosind metoda inducţiei matematice cu pasul 3, astfel:
 pentru n=6, avem: 1/ 22 + 1/ 22 +1/ 22 +1/ 32 +1/ 32 +1/ 62 = 1;
 pentru n=7, avem: 1/ 22 + 1/ 22 +1/ 22 +1/ 42 +1/ 42 +1/ 42 +1/ 42 = 1;
 pentru n=8, avem: 1/ 22 + 1/ 22 +1/ 22 +1/ 32 +1/ 32 +1/ 72 +1/ 142 + 1/212 = 1;
Dacã pentru n avem:
1/x1

2 + 1/x2
2 + . . . + 1/xn

2 =1, atunci pentru n+3, avem:
1/x1

2 + 1/x2
2 + . . . + 1/xn-1

2 + 1/(4xn
2) +1/(4xn

2) +1/(4xn
2) +1/(4xn

2) =1,şi deci soluţia este
(x1, x2, … , xn-1, 2xn ,2xn,2xn,2xn).

5. Se dăun număr natural k. Se cere săse determine un număr natural n şi un şir x=(x1 ,x2, ... ,xn), xi din mulţimea {-1,1},
i{1,2,...,n}, astfel încât k=x1*13+x2*23+...+xn*n3.
Exemplu
Pentru k=30
Semnele din faţa cuburilor sunt
+ - - +

Indicaţie
Se foloseşte relaţia (m+1)3 - (m+2)3 - (m+3)3 + (m+4)3 -(m+5)3 +(m+6)3 +(m+7)3 - (m+8)3 = -48, pentru orice m

număr natural. Astfel problema poate fi rezolvatăprin inducţie matematicăcu pasul 48. Pentru a găsi descompunerile primilor
48 de numere se foloseşte metoda backtracking.

6. Pentru n este un număr natural nenul se cere săse determine numărul divizorilor pozitivi ai lui n.
Exemplu
Pentru n=12 se va afişa numărul 6.
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Indicaţie

Pentru rezolvarea problemei folosim scrierea ka
kp

a
p

a
pn ...2

2
1

1 unde kppp ,...,2,1 sunt numere naturale prime şi distincte

douăcâte două, iar kaaa ,...,2,1 sunt numere naturale nenule. Prin inducţie matematicăvom demonstra cănumărul divizorilor

pozitivi ai lui n este egal cu )1)...(21)(11()( kaaanNo  .

Fie P(k) propoziţia “Dacăun număr natural n are k factori primişi kaaa ,...,2,1 sunt exponenţii acestora în descompunerea lui

n, atunci numărul divizorilor pozitivi ai lui n este egal cu No(n)”

Pentru k=1, 1
1
a

pn  , divizorii lui n sunt: 1
1,...,2

1,1,1
a

ppp , care sunt în număr de 11 a , deci P(1) este adevărată.

Fie 1
1...2

2
1

1

 ka

kp
a

p
a

pn . Numărul ka
kp

a
p

a
pn ...2

2
1

11  are )1)...(21)(11()1( kaaanNo  divizori, iar numărul

1
12

 ka

kpn are 11  ka divizori.

Cum 21nnn  , orice divizor al lui n este produsul a doi divizori ai lui 1n şi respectiv 2n . Aşadar

)11)(1)...(21)(11()2()1()(  kakaaanNonNonNo şi deci P(k+1) este adevărată. RezultăP(k) este adevărată

pentru orice k număr natural nenul.

7. Se dăun număr natural nenul n. Se cere săse determine pentru numărul 122 
n

, n factori primi distincţi.
Exemplu
Pentru n=3 se va afişa 3, 5, 17.

Soluţie

Soluţia se bazeazăpe metoda inducţiei matematice cu pasul 1. Pentru n=1, 31
122  are pe 3 ca factor prim.

Presupunem că anqqq
n

...21122  , unde a este număr natural nenul şi nqqq ,...,2,1 sunt numere prime distincte.

)122(...21)122)(122(12)22(1
122 
 n

anqqq
nnnn

.

Cum 122 
n

şi 122 
n

sunt prime între ele, rezultăcă 122 
n

are un factor prim 1nq diferit de nqqq ,...,2,1 . Deci

*,1...211
1222 Nbbnqqq 


.

8. Se dăun poligon convex cu n vârfuri (4n50) prin coordonatele vârfurilor (numere întregi din intervalul [-2000,2000])
date în sensul acelor de ceasornic.
a) Săse verifice dacăpoligonul are centru de simetrie. Punctul S este centru de simetrie dacã simetricul oricãrui punct de pe

poligon faţã de S aparţine poligonului.
b) Săse împartăpoligonul (dacăare centru de simetrie) în paralelograme.

(Olimpiada Naţionalăde Informatică, Mediaş, 1999)
Indicaţie
a) Se observã cã numãrul vârfurilor unui poligon cu centru de simetrie este par. Verificarea existenţei punctului de simetrie se
reduce la a arãta cã laturile opuse douã câte douã sunt paraleleşi congruente.
b) Determinarea descompunerii se poate face prin inducţie matematicã cu pasul 2 astfel:
 dacã n este 4 atunci poligonul este chiar un paralelogram;
 pentru un poligon A1A2…An alegem douã laturi opuse paralele, spre exemplu A1A2şi An/2 +2An/2 +1 şi translatãm spre stânga

pe direcţia A1A2 cu lungimea A1A2 linia poligonalã An/2 +2An/2 +3…AnA1 obţinând n/2 –1 paralelograme şi un poligon
convex cu n-2 vârfuri, care moşteneşte proprietatea de a avea centru de simetrie. Astfel problema a fost redusã la
împãrţirea unui poligon cu n-2 vârfuri.
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9. Un pătrat este împărţit prin drepte orizontaleşi verticale în (6N+1)2 pătrăţele egale. Spre exemplu pentru N=1 se obţine:

Cerinţă
Săse acopere pătratul iniţial, cu piese de forma:

astfel încât:
- sănu existe suprapuneri ale acestor piese;
- sărămânăneacoperit pătrăţelul de pe linia P şi coloana Q.
Fişier de intrare PATRAT.IN are structura:
Linia 1: N
 număr natural având semnificaţia din enunţ.
Linia 2: P Q
 douănumere naturale separate printr-un spaţiu, având semnificaţia din enunţ.
Fişier de ieşire PATRAT.OUT are structura:
Liniile 1, 2, …, 6N+1
 pe fiecare din aceste linii se vor afla 6N+1 valori întregi pozitive, separate prin spaţii. Ele corespund unui tablou

bidimensional cu 6N+1 linii şi 6N+1 coloane care descrie modul de acoperire a pătratului. Pentru fiecare piesăexistătrei
numere egale (din mulţimea {1, 2, …, 12N2+4N}) ce o reprezintă. Nu se pot codifica douăpiese cu aceleaşi numere.
Pătrăţelului de pe linia P şi coloana Q îi va fi asociat numărul 0.

Restricţii
1N20
1P,Q6N+1
Exemplu
PATRAT.IN
1
2 6
PATRAT.OUT
1 1 2 3 3 5 5
1 2 2 3 4 0 5
6 6 8 8 4 4 10
7 6 8 9 9 10 10
7 7 12 12 9 16 16
13 13 14 12 15 16 11
13 14 14 15 15 11 11

Observaţie: Ordinea de numerotare a pieselor nu este imp
Indicaţie
Rezolvarea problemei o vom face prin inducţie matematic
Acoperirea pătratului format din (6n+1)2 pătraţele se reduc
pătratul iniţial ca în figura de mai jos (sau o alta figurăca

acop
eririi:

Soluţia corespunde
8

ortantă.

ădupăn cu pasul 1.
e la acoperirea unui pătrat format din (6(n-1)+1)2 pătraţele, împărţind

cea de mai jos obţinutăprin rotire cu 90, 180sau 270):
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în funcţie de poziţia pătrăţelului care lipseşte (adicăacesta trebuie săfie în zona haşurată).
Fiecare dreptunghi de dimensiune 2*3 se poate acoperi folosind figuri ca cele din enunt în modul următor:

Se continuăprocedeul pânăse ajunge la acoperirea unui pătrat format din 7*7 pătrăţele care conţin patrăţelul de coordonate
(P,Q) ce nu trebuie acoperit de piese. Acoperirea acestuia se poate realiza folosind eventual metoda backtracking (într-un
program separat)şi apoi declararea unor tablouri constante ce o codifică(care vor fi folosite şi rotite).

10. Se dăun poligon convex cu n vârfuri (4n50) prin coordonatele vârfurilor (numere întregi din intervalul [-2000,2000])
date în sensul acelor de ceasornic.
c) Săse verifice dacăpoligonul are centru de simetrie. Punctul S este centru de simetrie dacã simetricul oricãrui punct de pe

poligon faţã de S aparţine poligonului.
d) Săse împartăpoligonul (dacăare centru de simetrie) în paralelograme.
Datele de intrare se citesc din fişierul te tip text POLIGON.IN având structura:
n
x1 y1
x2 y2
…
xn yn
Datele de ieşire se vor scrie în fişierul text POLIGON.OUT având structura:
mesaj
px11 py11 px21 py21 px31 py31 px41 py41
px12 py12 px22 py22 px32 py32 px42 py42
…
px1k py1k px2k py2k px3k py3k px4k py4k

unde mesaj poate fi ‘DA’ sau ‘NU’, în funcţie de existenţa sau nu a centrului de simetrie. Dacămesajul este ‘NU’, fişierul va
conţine doar prima linie, altfel va mai conţine coordonatele vârfurilor (în sensul acelor de ceasornic) paralelogramelor, pe câte
un rând fiecare.
Exemple
POLIGON.IN
8
20 30
30 30
40 20
40 10
30 0

Pătrat format din (6(n-1)+1)2

pătrăţele
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10

20 0
10 10
10 20
POLIGON.OUT
DA
20 0 10 10 20 10 30 0
10 10 10 20 20 20 20 10
10 20 20 30 30 30 20 20
20 10 20 20 30 10 30 0
20 20 30 30 40 20 30 10
40 20 40 10 30 0 30 10

POLIGON.IN
4
10 20
40 30
40 10
20 10
POLIGON.OUT
NU
Restricţie
Dacã douã paralelograme cu interioarele disjuncte au o laturã comunã şi alte douã laturi în prelungire se va afişa un singur
paralelogram şi anume cel care le conţine pe cele douã.

(Olimpiada Naţionalã de Informaticã, Mediaş, 1999)
Indicaţie
a) Se observã cã numãrul vârfurilor unui poligon cu centru de simetrie este par. Verificarea existenţei punctului de simetrie se
reduce la a arãta cã laturile opuse douã câte douã sunt paralele şi congruente.
b) Determinarea descompunerii se poate face prin inducţie matematicã cu pasul 2 astfel:
 dacã n este 4 atunci poligonul este chiar un paralelogram;
pentru un poligon A1A2…An alegem douã laturi opuse paralele, spre exemplu A1A2 şi An/2 +2An/2 +1 şi translatãm spre stânga pe
direcţia A1A2 cu lungimea A1A2 linia poligonalã An/2 +2An/2 +3…AnA1 obţinând n/2 –1 paralelograme şi un poligon convex cu n-
2 vârfuri, care moşteneşte proprietatea de a avea centru de simetrie. Astfel problema


