Rationament inductiv prof. Doru Popescu Anastasiu

Introducere

Rationamentul inductiv are la bazi construirea termenilor unui sir de obiecte in functie de termenii anteriori
(dgjadeterminati). Principiul inductiel matematice este un mod de rationament prin care se asigura faptul ca
obiectele din sir sunt generate cor ect indiferent de pozitia termenului.
Exemple
1. Sirul lui Fibonacci
1,1,235,8, ..
Pentru acest sir se poate dermina o formula prin care se poate calcula orice termen (formula care se
demonstreazi prin inductie matematica)
2. Calculul unor sumefolosind sume calculate anterior
SEX+.. Xy, conducela S.=S ;+X.
e Daca x,=k, pentru orice k numar natural nenul, obtinem formula S=n(n+1)/2.
e Daci xi=k? pentru orice k numir natural nenul, obtinem formula S,=n(n+1)(2n+1)/6.
e Daci x,=k? pentru oricek numir natural nenul, obtinem formula S,=n*(n+1)*/4.
Toate aceste formule puténd fi demonstrate prin inductie matematica, in acest fel avem certitudinea ca ele
sunt adevarate prntru orice numar natural nenul n.

Inductia matematicia pleaca de la cativa termini dati (de obicel primii) sau construiti prin diverse metode
(backtracking, manual, etc) si verifica posibilitatea de a trece de la unul sau mai multi termini generati
anterior lacel curent.

Notiuni introductive. Principiul inductiei matematice.

Inductia completa are un domeniu restrans de aplicabilitate Tn matematica. De regula, propozitiile matematice se refera la o
multime infinita de elemente (de exemplu, multimea numerelor naturale, multimea numerelor prime, multimea poliedrelor
s.am.d.) si nu este posibil de considerat, pe rand, toate aceste elemente. Existd insi o metodd de a rationa, care inlocuieste
analiza, de atfel imposibil de realizat Tn practica, a unel multimi finite de cazuri cu demonstrarea faptului ca, daca o propozitie
este adevarata intr-un caz, atunci ea se dovedeste a fi adevarati si Tn cazul care succede acestuia. O astfel de metoda de
rationament se numesteinducye matematica.

Sa luim o problema foarte simpla: Pentru orice numar natural nenul n are loc egalitatea:

1+2+3+..+n=n(n+1)/2 D
S notam cu P(n) egalitatea (1) (care este o propozitie), pentru orice numar natural nenul n. Atunci, faptul ca P(1), P(2), P(3),
P(4), P(5) sunt adevarate (se verifica direct foate usor), Tnseamna ca egalitatea (1) are loc respectiv pentru n=1, n=2, n=3, n=4,
n=>5.

Si demonstram ca pentru orice numar natural nenul oarecare k, avem ca P(k) implica P(k+1).

Aceastainseamna ci din egalitatea 1+2+...+k=k(k+1)/2 s rezulte egalitatea 1+2+... +k+(k+1)= (k+1)(k+2)/2.

Intr-adevar,

1+2+.. . +k+(k+1)= (1+2+...+k)+(k+1)= k(k+1)/2 + (k+1)=(k+1)(k+2)/2.

Astfel, propozitia P(n) este adevarata pentru n=1, iar faptul ca ea este adevirata pentru n=k, rezultid ci ea este adevirata si
pentru n=k+1.

Atunci P(1) implici P(2), deoarece 2=1+1; P(2) implica P(3), deoarece 3=2+1; P(3) implici P(4), deoarece 4=3+1; s.am.d.

Pare natural ca Th modul acesta se poate gjunge pana la orice numar n, adici P(n) este adevarata pentru orice humar
natural nenul n; deci rationamentul facut pare convingator. Acest rationament este riguros din punct de vedere matematic,
deoarece este un caz particular a unui principiu de baza a matematicii, numit principiul inducriei matematice
Acesta se formuleaza astfel:

Daci o propoztie P(n), n fiind un numdar natural, este eadevarata pentru n=0, si, din aceea ca ea este adevarata
pentru n=k (unde k este un numar natural oarecare) rezultd ci ea este adevarata si pentru numarul natural n=k+1, atunci
propoztia P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

In modul de constructie a multimii numerelor naturale (introdus de G. Peano), principiul inductiei matematice este una dintre
axiomele de bazi. Acest principiu ne da metoda de demonstratie numita metoda inductiei matematice.

Fie P(n) o propozie care depinde de un numar natural N = M, mfiind un numar natural fixat.

Demonstragia prin metoda inductiei matematice a propozgiel P(n), consta din doud etape:
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1. Severifica mai intdi cz P(m) este adevarata.
2. Sepresupune ca P(K) este adevarata si se demonstreazi ca P(k+1) este adevarata, k fiind un numar natural mai mare sau
egal cum.

Daci ambele etape ale demonstratiei sunt verificate, atunci propozitia este adevarata pentru orice numar natural N = M.
Observatie
Tn metoda anterioara se face trecerea de la P(k) la P(k+1), adici se foloseste pasul 1. Principiul inductiei matematice merge
folositsi cu at pas h (numar natural nenul fixat). Aceasta varianta are forma:
Fie P(n) o propozje care depinde de un numar natural N = M, mfiind un numar natural fixat.
Demonstragia prin metoda inductiei matematice cu pasul h (numar natural nenul fixat) a propoztiei P(n), consta din etapele:
1. Severifica mai intéi ai P(m), P(m+1),...P(mt+h-1) sunt adevarate.
2. Sepresupune ca P(K) este adevarata si se demonstreazi ca P(k+h) este adevarata, k fiind un numdr natural mai mare sau
egal cum.
O alti varianta a principiului inductie matematice este urmatoarea:.
Fie P(n) o propoze care depiinde de un numar natural N = M, mfiind un numar natural fixat.
Demonstraria prin aceastd varianta a metodei inducfiei matematice a propozizei P(n) consta din:
1. Severifica mai intai ca P(m) este adevarata.
2. Sepresupune i P(1) este adevarati pentru oricel, unde m<| < K, si se demonstrez: ci P(K) este adevdrat.
Daca ambele etape ale demonstrariei sunt verificate, atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice numar natural N> m.

Aplicatii

1. S7 se demonstreze ca orice numdar natural N> 2, ori este numdr prim, ori se descompune in produsul unui numdr finit de
numere prime.

Demonstratie

Folosim metoda inductiei matematice (varianta anterior prezentati). Notim cu P(n) propozitia: “Numarul N> 2, ori este prim,
ori este produs de numere prime”.

1. P(2) este adevarati, deoarece n=2 este numar prim.

2. S presupunem ci P(l) este adevarata pentru oricel, 2 <| < K, si si demonstram ca

P(K) este adevarata. Intr-adevar, fie numarul natural k. Daci k este un numar prim rezulta ca P(k) este adevarata. Dacd k nu este
numar prim, atunci k=ab, unde 2 < a,b < K . Dupi presupunerea noastra P(a), P(b) sunt adevarate, adicia si b ori sunt prime,
ori se descompun Tn produse de numere prime. Atunci este clar ci si k=ab se descompune Tn produs de numere prime, adici
P(K) este adevirati. Conform metodei inductiei matematice rezulti ci P(n) este adevirati pentru orice numar natural N> 2.

Algoritmul care realizeazi descompunerea unui numar natural nenul este urmatorul:

Al goritm desconpunere_in_factori_prim
var i,k,n, minteger
sw:. bool ean
begi n
read(n)
k: =1
m =n
if n=1 then
wite(' Desconpunerea in factori prim este
oprire algoritm

,n);

endi f

writel n(' Desconpunerea in factori prim este ')
sw. =true

whil e n<>1 do

k: =k+1

i:=0

while mnmod k=0 do
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m=mdiv k
ii=i+1
endw
if i>0 then
if swthen
wite(n,'=",k,"" i)
sw. =f al se
el se
wite("*' ,k,"™,i)
endi f
endi f
endw
end

2. Sedau n (n>1) perechi de numere intregi (as, bi), (azb), ..., (&, by). SA se determine doud numere intregi ¢ si d cu
proprietatea:

(a® + b?) (@+ b)) ... (an+ bY) = &+ .

Exemplu

Pentrun=3 si perechile:

2 3

13

2 2

sevadfisa

c=28

d=16

Solutie

Existentasi constructia numerelor ¢ si d se poate realiza prin inductie matematica cu pasul 1.

Dacé n=1 atunci putem luac=g, si d=b,.

Dacd (a’+ b1 (a+ bo?) ... (al+ b®) = € + f°, atunci putem luac = eawa+ fbis1 si d= ebyss —fa pentru aobtine (. + by?)
(azz_'_ bzz) (ak2+ bkz) (a(+12+ bk+12) =2+ d>

Algoritmul bazat pe modalitatea de construire alui ¢ si d, prezentatd anterior este urmétorul:

Algoritmaplicatia2
var a, b:array[1l..500] of integer;
c,d,cl,d1,n,i:integer;

begi n

read(n);

for i:=1to n do
wite('Dati perechea ',i," cu spatiu intre nunere ')
read(afi],b[i])

endf or

c:=a[1]; d:=b[1]

for i:=2 to n do

cl:=c*a[i]+d*b[i]
d1: =abs(c*b[i]-d*a[i])

c:=cl
d: =d1
endf or

wite('c=",c)
wite('d=",d);
end
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Probleme propuse

1. Problema patrat. Pentru n numar natural, n>6 sa se imparta un patrat in n patrarele.

Exemplu

Pentru valoarea lui n egala cu:
10

9

o0 solutie posibila este:

11 1 1 4 4 7 8
1 1 1 1 4 4 109
1 1 1 1 5 5 6 6
11 1 1 5 5 6 6
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 3 3 3 3

~N AR
o g N
©ow

Primul tablou corespunde partitiei:

Al doileatablou corespunde partitiei:

Observam mai intéi ca datorita principiului inductiei matematice problema are solutie pentru orice n>6. Pasul inductiei
este 3.
Astfel problema poate fi rezolvata construind succesiv unsir de tablouri.

Primele 3 descompuneri sunt:
Pentru. n=6,
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Algoritmul pe care’l prezentim mai jos se bazeaza pe situgiile:
- daci n este par atunci patratul vafi descompus astfel:

(n/2)-1 patratele

(n/2)-1 patratele

-daca n esteimpar atunci patratul vafi descompus astfel:

(*)

iar patratul (*) se descompune in n-3 patratele cu metoda de mai sus, pentru ca n-3 este par.

2.Problema semne. Pentru n numar natural, si se gaseasca o combinatie de semne + i - (adicad un sir x=(X1,X2,...,%), Xi se afla
in{-1,1}) si un numar k natural nenul astfel Tncat:

N=x* 1% X% 2%+ .+ XF K.

Exemplu

Pentru valorile [ui n egale cu:

2

4

8

5

o0 solutie posibila este:

e
+ 4+ - - 4+

Indicatie

Problema sub forma algebrica (P.Erdos si M. Suranyi) se rezolva construind iterativ combinatii de semne pentru numerele
consecutive de la 0 lanumarul n. Astfel avem o solutie prin inductie matematica cu pasul 4, primii 4 termeni fiind:
0=1%+22-3%+4%-5% 6%+ 7>
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1=12

2=-12-22-3%4

3=1°+2,

celeldte combinatii se construiesc inductiv cu pasul 4, folosind relatia:

4=(m+1)>-(m+2)%(m+3) +(m+4)2. Astfel, daci pentru k avem scrierea x, * 1%+x,* 2%+...+x* h?, atunci pentru k+4 avem
X * 124X 2%+ . +xr P+ (h+ 1) - (h+2)% (h+3)+(h+4)°. Putem lua astfel %o =1, Xpeo=-1, Xpea=1, Xpss=1.

3. Seda un numér natural par m. Se cere sa se determine doud numere naturale xsi y, astfel Tncat m= (x+ y)2 +3x+y.
Exemplu

Pentru m=6 sevadfisa:

x=0

y=2

Indicatie

Determinarea numerelor x si y o vom face prin inductie matematica cu pasul 1, notandu-le cu x,, si y,unde m=2n.

Daca m=0, 2putem lua xo=yo=0. Dacé afirmatia este adevarata pentru n numér natural, atunci avem:

2n=(Xa+Yn)+3Xnt+Yn.

Pentru agasi X,.; si Y. (deci aface trecereadelan lant+l) cu 2n+2=(Xn. 1 +Y )+ 3% tYms  (¥), distingem cazurile:
l. V=0, atunci putem lua X,;1=0; Y.1=X,+1 si (*) este verificatd.

. Yo>1, aunci, pentru Xp.;=%,+1 si Yn.1=Y-1, obtinem (*).

4. Pentru n numar natural, n>6. Si se determine o solugie Tn mulfimea numerelor naturale a ecuariei:
Ux2+ Ux2 + ...+ Ux2=1.

Exemplu

Pentru n=7 o solutie este:

2224444

Indicatie

Solugie{problemei problemei poate fi construita folosind metoda inductiei matematice cu pasul 3, astfel:
e pentrun=6,avem: 1/ 2 + 1/ 2241/ 22 +1/ 32 +1/ 2 +1/ & =1;

o pentrun=7,avem: U 2 + 1/ 2°+1/ 2° +1/ 4% +1/ 4° +1/ £ +1/ 4> = 1;

e pentrun=8, avem: U Z + 1/ 2°+1/ 2° +1/ 3 +1/ 3° +1/ 7 +1/ 14° + 1/21° = 1;

Dacé pentru n avem:

Ux® + UxZ + . .. + 1x,° =1, atunci pentru n+3, avem:

Ux? + Ux2 + ...+ 1, % + 1(4x.2) +1/(4x,2) +1/(4x2) +1(4%.2) =1, si deci solutia este

(X1, X2y «en s Xne1y 2Xn,2%0,2%X0,2X ).

5. Sedd un numdar natural k. Se cere 57 se determine un numdr natural ngi un sir X=(X1,Xz, ... %), Xi din mul imea {-1,1},
ie{1,2,...,n}, astfel Tncat k=x* 13+x,* 2%+ . .+x,* .

Exemplu

Pentru k=30

Semnele din fata cuburilor sunt

+ - -+

Indicatie

Se foloseste relaia (Mm+1)® - (M+2)2 - (M+3)° + (M+4)® -(M+5)® +(M+6)° +(m+7)® - (m+8)° = -48, pentru orice m
numar natural. Adfel problema poate fi rezolvatd prin inductie matematica cu pasul 48. Pentru a gisi descompunerile primilor
48 de numere se fol oseste metoda backtracking.

6. Pentru n este un numdr natural nenul se cere si se determine numarul divizorilor poztivi ai lui n.
Exemplu
Pentrun=12 sevaafisanumarul 6.



Rationament inductiv prof. Doru Popescu Anastasiu

Indicatie

folosim s B 3 3 e dis
Pentru rezolvarea problemei folosim scrierea n= p1 p2 pk unde pl p2,..., pk sunt numere naturale prime si distincte
doua céte doua, iar a1, a2 peey aksunt numere natural e nenule. Prin inductie matematica vom demonstra ca numarul divizorilor
pozitivi ai lui nesteegal cu No(n) = (L+ al)(l+ a2)...(1+ ak).
Fie P(k) propozitia “ Daca un numar natural n are k factori primi si al a2 ,...,ak sunt exponertii acestora in descompunerea |ui
n, atunci numérul divizorilor pozitivi ai lui n este egal cu No(n)”

Pentruk=1, n= pal, divizorii lui nsunt: 1, p,, 2 pal, care sunt Tn numar de 1+ @, , deci P(1) este adevirata.
1 10 P Py &

Fie n= pflpgz...piﬁ:l. Numarul ny = pflpgz...pik are No(nl) =1+ al)(1+ a2)...(1+ ak) divizori, iar numirul

i1
N, = karir are 1+ a1 divizori.

Cum n =mn,, oricedivizor a lui n este produsul adoi divizori a lui Nysi respectiv N, . Asadar

No(n) = No(nl)No(nz) =1+ al)(1+ a2)...(1+ ak)(1+ ak+1) si deci P(k+1) este adevirati. Rezulta P(k) este adevirati
pentru orice k numar natural nenul.

7. Se da un numar natural nenul n. Se cere sz se determine pentru numearul 2° —1, nfactori primi distincs.
Exemplu
Pentrun=3 sevaafisa3, 5, 17.

Solutie
1
Solutia se bazeazi pe metodainductiei matematice cu pasul 1. Pentru n=1, 22 —1=3are pe 3 cafactor prim.

n
Presupunem ca 22 -1= ¢ do---dna, unde a este numar natural nenul si &+ G-+, O Sunt numere prime distincte.

on+l

22" 1202212 @7 - 92" 4 ) = gy ana@? +1).

n n n
Cum 22 —1si 22 +1sunt prime Tntre ele, rezulta cé122 + lare un factor prim 04 diferit de 04,05,...,0n. Deci

22+1 *

8. Se da un poligon convex cu n varfuri (4<n<50) prin coordonatele varfurilor (numere Tntregi din intervalul [-2000,2000])

date in sensul acelor de ceasornic.

a) Siseverifice daca poligonul are centru de simetrie. Punctul Seste centru de simetrie daca simetricul oricdrui punct de pe
poligon fard de S aparine poligonul ui.

b) Siseimparta poligonul (daca are centru de simetrie) in paralelograme.

(Olimpiada Naionalad de Informatica, Mediag, 1999)

Indicatie

a) Se observa ca numarul varfurilor unui poligon cu centru de simetrie este par. Verificarea existentei punctului de simetrie se

reduce la a ardta ca laturile opuse doua céte doud sunt paralelesi congruente.

b) Determinarea descompunerii se poate face prin inductie matematicé cu pasul 2 astfel:

e dacan este 4 atunci poligonul este chiar un paralelogram;

e pentru un poligon A;A,... A, alegem doud laturi opuse paralele, spre exemplu A; A, si A s +2An- 41 si translat@m spre stdnga
pe directia A;A, cu lungimea A A, linia poligonald A, A +3---AA; obtindnd n/2 —1 paralelograme si un poligon
convex cu n-2 vérfuri, care mosteneste proprietatea de a avea centru de simetrie. Astfel problema a fost redusi la
Tmpartirea unui poligon cu n-2 vérfuri.
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9. Unpatrat este impar¢it prin drepte orizontale si verticale in (6N+ 1)? pdtrd ele egale. Sore exemplu pentru N=1 se obyine:

Cerinta
Si se acopere patratul inigial, cu piese de forma:

astfel incat:

- §I nuexiste suprapuneri ale acestor piese;

- s raméang neacoperit patragelul de pelinia P si coloana Q.

Fisier deintrare PATRAT.IN are structura:

Linial: N

e numir natural avand semnificaiadin enunt.

Linia2: P Q

e doua numere natural e separate printr-un spatiu, avand semnificatia din enunt.

Fisier deiesire PATRAT.OUT are structura:

Liniilel, 2, ..., 6N+1

e pe fiecare din aceste linii se vor afla 6N+1 valori intregi pozitive, separate prin spaii. Ele corespund unui tablou
bidimensional cu 6N+1 linii si 6N+1 coloane care descrie modul de acoperire a patratului. Pentru fiecare piesi exista trei
numere egale (din multimea {1, 2, ..., 12N2+4N}) ce o reprezinta. Nu se pot codifica doua piese cu aceleasi numere.
Patratelului de peliniaPsi coloana Qi vafi asociat numirul O.

Restrictii

1<N<20 Solutia corespunde
1<P,Q<6N+1

Exemplu

PATRAT.IN

1

2 6

PATRAT.OUT

1 1 2 3 3 5 5
1 2 2 3 4 0 5
6 6 8 8 4 4 10
7 6 8 9 9 10 10
7 7 12 12 9 16 16
13 13 14 12 15 16 11
13 14 14 15 15 11 11

Observatie: Ordinea de numerotare a pi eselor nu este importanta.

Indicatie

Rezolvarea problemei o vom face prin inductie matematica dupa n cu pasul 1.

Acoperirea pitratului format din (6n+1)? patratel e se reduce la acoperirea unui patrat format din (6(n-1)+1)? patraele, impartind
patratul initial cain figurade mai jos (sau o altafigura caceade mai jos obtinuta prin rotire cu 90°, 180° sau 270°):
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~ Patrat format din (6(n-1)+1)*
patritele

in fungie de pozitia patratelului care lipseste (adica acesta trebuie si fie in zona hasurat).
Fiecare dreptunghi de dimensiune 2* 3 se poate acoperi folosind figuri ca cele din enunt Th modul urmitor:

-

\ﬂ

Se continud procedeul pani se ajunge la acoperirea unui patrat format din 7*7 patratele care contin patratelul de coordonate
(P,Q) ce nu trebuie acoperit de piese. Acoperirea acestuia se poate realiza folosind eventual metoda backtracking (intr-un
program separat) si apoi declararea unor tablouri constante ce o codifica (care vor fi folosite si rotite).

10. Se da un poligon convex cu n Vvarfuri (4<sn<50) prin coordonatele varfurilor (numere intregi din intervalul [-2000,2000] )

date Tn sensul acelor de ceasornic.

c) Siseverifice daca poligonul are centru de simetrie. Punctul Seste centru de simetrie daca simetricul oricrui punct de pe
poligon far& de S aparine poligonul ui.

d) Siseimparta poligonul (dacd are centru de simetrie) in paralelograme.

Datele de intrare se citesc din fisierul te tip text POLIGON.IN avand structura:

n

x1 vyl

X2 y2

Xn yn

Datele deiesire se vor scrie in fisierul text POLIGON.OUT avéand structura:

mesa)j

px11 pyll px21 py2l px31 py3l px4l py4dl

px12 pyl2 px22 py22 px32 py32 px42 py4d2

pxlk pylk px2k py2k px3k py3k px4k py4dk

unde mesaj poate fi ‘DA’ sau ‘NU’, Tn functie de existenta sau nu a centrului de simetrie. Daca mesajul este ‘NU’, fisierul va
contine doar prima linie, atfel va mai contine coordonatele varfurilor (in sensul acelor de ceasornic) paralelogramelor, pe céte
un rand fiecare.

Exemple

POLIGON.IN

8

20 30

30 30

40 20

40 10

300
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20 0

10 10

10 20

POLIGON.OUT

DA

20 0 10 10 20 10 30 O
10 10 10 20 20 20 20 10
10 20 20 30 30 30 20 20
20 10 20 20 30 10 30 O
20 20 30 30 40 20 30 10
40 20 40 10 30 0 30 10

POLIGON.IN
4
10 20
40 30
40 10
20 10
POLIGON.OUT
NU
Restrictie
Daca doud paralelograme cu interioarele diguncte au o laturd comunési alte doud laturi Tn prelungire se va afisa un singur
paraldogram si anume cel care le contine pe cele dou&
(Olimpiada Naional & de Informaticd, Medias, 1999)
Indicatie
a) Se observa ca numarul varfurilor unui poligon cu centru de simetrie este par. Verificarea existentei punctului de simetrie se
reduce la a ardta ca laturile opuse doud céte doud sunt paralele si congruente.
b) Determinarea descompunerii se poate face prin inductie matematicé cu pasul 2 astfel:
e dacan este 4 atunci poligonul este chiar un paralelogram;
pentru un poligon A1 A....An alegem doud laturi opuse paralele, spre exemplu A1Az si Awz+2An2 +1 si trandat@m spre sténga pe
directia A A, culungimea A, A, liniapoligonald A s A 43---AsA; Obtindnd n/2 —1 paralelograme si un poligon convex cu n-
2 varfuri, care mosteneste proprietatea de a avea centru de simetrie. Astfel problema
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