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Divizibilitate

Motto : Un numdr divizibil este ca o dreaptd
paralela sau un informatician nematematician

I. Cateva probleme simple si cunoscute

1) Gasiti toate numerele x de n cifre (n<10000) cu proprietatea ca x este divizibil cu produsul
cifrelor si x+1 este de asemenea divizibil cu produsul cifrelor sale.

2) Calculati 1+a+a2+a3+..+ab mod 9901 (a,b<50000000)

3) Descompuneti numarul natural n intr-o suma de numere naturale n=x,+x,+..+x, astfel ca cel
mai mic multiplu comun al numerelor x,, x,, .. x,sa fie maxim (n<1000)

4) Gasiti cel mai mic numar natural, format numai din cifre de 1, divizibil cu n<1000000.
Presupun cé toatd lumea a Tntélnit aceste probleme.

Comentarii:

1) Un numir nenul nu e divizibil cu 0, deci pentru X=c{-Co-C3 ...-Cp, avem x,#0, dar si x,#9.
Conform unei proprietdti simple (vezi mai jos), dacd X e divizibil cu cj-cy-...-.cp 51 X+1 e
divizibil cu c;-cy-...-(cy+1), atunci diferenta lor e divizibila cu c;-cy-...-cy1, deci numerele sunt
de forma 111...111c,.

2) Daca a e divizibil cu 9901 rezultatul e 1, altfel resturile lui a®: 9901 se repeta (aggoo: 9901
da restul 1 — vezi tot mai jos). Deci trebuie si calculim doar 1+a+a’+...+a”> mod 9901, apoi
sd Tnmultim rezultatul cu [b/9900], sa@ mai adunam l+a+a’+...4a>mod P00 si sa luam restul.

3) Numerele x; vor fi de forma xi=piei, cu p; numar prim, iar exponentul e; destul de mic. Daca
un termen x; ar avea 2 divizori primi intre ei, x;=u-v, cum u+v<u-v-am putea lua n=x;+...+x;_;
+U +V+Xj41+. .. +Xptrest, iar noul cmmmce ar fi cel putin egal cu cel initial. Se poate vedea ca
termenii vor fi puteri ale numerelor prime mai mici ca 100, mai mult, doar 2,3,5 si 7 pot fi la
puteri mai mari ca 1 (117 ar putea fi inlocuit cu 11+101, care ar da cmmmc mai mare). Avem
o descompunere optima de forma 284354547941 le+13€e’+...497¢e", unde e,e’,e" sunt O sau 1;
se poate gasi usor cel mai mare termen al sumei.(de ex. 97 nu apare de loc)

4) Daca n e divizibil cu 2 sau 5 (divizorii lui 10) nu existd un astfel de multiplu.
Altfel cautam :
r=1 ; k=1
cat timp r mod n#0

{r=(r*10+1) mod n ;

n=n+1;}

Dar daca am fi luat n<10°, de exemplu n=987654321, metoda nu pare prea eficienta. Vezi
continuarea.
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I1. Putina teorie

A. Proprietiti simple

- daca a si b sunt divizibile cu n atunci si ax+by este divizibil cu n, oricare ar fi x,yeZ (de
altfel peste tot va fi vorba numai de numere Intregi).

- daca a este divizor al lui b avem (x mod b) mod a = x mod a

- dacd p este prim si a nu e divizibil cu p multimea {a mod p, 2a mod p,...,(p—1)a mod p} =
{1,2,3,...,p—1}- adica numerele ka dau resturi diferite la Tmpartirea la p, pentru k=1,2,..p—1

- dacd N=p,*'p,....p** este descompunerea lui N in factori primi, numirul divizorilor
(pozitivi) ai lui N este (al+1)-(a2+1)-...-(ak+1)

- suma divizorilor pozitivi ai lui N este (1+p;+pi*+...4+pi*)-...-(1+petpi’+...+p™), sumele
progresiilor geometrice din paranteze pot fi scrise mai scurt.

- numarul numerelor prime mai mici ca n este = n/ln n

- numarul numerelor prime cu N si mai mici ca N (indicatorul @(N) a lui Euler) este
N-(1-1/py)-(1-1/p2)-...-(1-1/py)

- (p—1) !+1 este divizibil cu p daca si numai daca p este numar prim

- n! este aproximativ egal cu (n/e)™ \/% , de aici obtinem In n !=In 14In 2+...+Iln n = n-(In n

—1)+1/2-(In n + 6.28) cu o eroare foarte mica pentru n>20.

B. Proprietiti legate de cmmdc

- cmmdc(ay,ay,...,a,)=cmmdc(cmmdc(ay,ay,...,a, 1), a,) (acelasi lucru este valabil si pentru
cmmmc)

- cmmdc(a,b)-cmmmc(a,b)=a-b (nu mai e valabil pentru cmmdc(a;,a;,a3) !)

- daca cmmdc(a,b)=d exista x,ye Z astfel ca d=ax+by, numerele x si y pot fi calculate tot prin
algoritmul lui Euclid (forma extinsd) :

- analog pentru n numere: cmmdc(a;,ay,...,a,)=a;X;+aXo+...+a,X,, cmmdc fiind cel mai mic
numar natural nenul care poate fi scris ca o combinatie liniard a numerelor aj,...a,

- cmmdc(Fn, Fn) = Femmdem,n), Fi fiind al i-lea termen al sirului lui Fibonacci

- calcului cmmdc(a,b) cu algoritmul lui Euclid are complexitatea O(lg min(a,b))

C. Proprietati legate de puteri

- Teorema (mica) a lui Fermat : dacd p este prim si a nu e divizibil cu p atunci a"! mod p=1.
Resturile a mod p, a’ mod ps-- .a"" mod p nu sunt Tnsd neapdrat distincte

- dacd a” mod p=1 si x e cel mai mic exponent pentru care obtinem restul 1, avem a’ mod p=1
daca si numai dacd y e divizibil cu x

- cmmdc(a*~1, a¥—1) = a™mdcxy_q

-a®™ modn = 1, dacd a nu e divizibil cu n (teorema lui Euler, generalizarea micii teoreme a

lui Fermat)

- daca n este de forma pk, cu p prim impar si k=1 (dar si in alte cazuri, de ex. n=2,4 sau 2pk)
. -1 .. . . A o 4.

existd m,1<m<n astfel ca m, m“, m’, ..., m" sa dea resturi diferite prin Tmpartirea la n (se

zice cd m este o radacina primitiva in Z,).
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ITI. Algoritmi elementari de teoria numerelor

1. Algoritmul Euclid extins(a,b)

Sa se determine d=cmmdc(a,b) si X,ye Z pentru care ax+by=d :
Euclid extins(a,b)
dacd b=0 returneaza (a,1,0)
altfel (d’,x’,y’)=Euclid extins (b, a mod b)
returneaza (d’,y’,x’'-la/bly’)
2. Determinarea ordinului unui numar
ord(a)=cel mai mic numar nenul pentru care a
calculeaza g=0(p)
pentru i=2, g/2
daca g divizibil cu i
calculeazada R=ai mod p
dacd R mod p=1 returneaza i
returneaza g
3. Rezolvarea ecuatiei ax mod n = b
Rezolv(a,b,n)
(d, x,y) = Euclid-extins(a,n)
dacd d mod b=0
x0=x-b/d mod n
pentru i=0, d-1

4@ mod p = 1, sau a invesului lui a modulo p :

scrie x0+i-n/d
altfel
scrie "fdra solutie"
4. Teorema chineza a resturilor

Fie ny, ny, ..., ng k numere naturale prime doud cate doud. Atunci sistemul : x mod n;=by, x
mod ny=by,..., x mod ng=bg, are solutie unici modulo n;mny-....ng. Solutia este
1°d1 2:(2 A o 0 C [N mo n;-np-...-ng) , unde gi=(N;-nNy... -N)n;, iar este
b1-q Vb P Abyeq O d de q / t
indicatorul lui Euler.
Algoritm chinez (bl,b2,nl,n2) - pentru k=2

n=nl-n2

a=(n2-nl) mod n

daca a<o0 a=a+n

b=(n2-b1-nl-b2) mod n
daca b<0 b=b+n
rezolv(a,b,n);
5. Testul de primalitate Miller-Rabin
Prim(n, s)
(bk,bk-1,..,b0) = reprezentarea binara a lui n-1
pentru j=1,s
a=random (n)
d=1
pentru i=k,0,-1
x=d; d=d-d mod n
dacd d=1 si x#1 si x#n-1
returneaza COMPUS
dacd bi=1 d=d-a mod n
sf.
dacd d#1 returneaza COMPUS
sf.
returneaza PRIM (aproape sigur, cu probabilitate > 1-2-s )
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IV. Cateva probleme mai necunoscute

1. Divizor si multiplu
Se citesc n+1 numere naturale xj, Xo,...,Xp+1, 15X:<2n. Gasiti j,ke N, 1<j,k<n+1, j#k, astfel ca
x;j sa fie divizibil cu xx. Dacd nu existd astfel de numere afisati 0 0. Daca existd mai multe
solutii posibile afisati cele mai mari numere posibile. Restrictie : n<60000.
Exemplu ; pentru n=5 si 4,6,7,8,9,10 se afiseaza 4 8

Rezolvare : Se ordoneaza sirul in ordine crescétoare a partii impare a termenilor (numim
parte impara a lui x factorul y din descompunerea 1n factori x=2k-y, y impar). Parcurgénd sirul
ordonat trebuie sd gasim doi termeni cu aceeasi parte impara (pentru numere ntre 1 si 2n sunt
posibile n parti impare). (Sau o Incercare Tn O(n) — se face un heap, verificam varful, e 2n?)

2. Submultime
Se da un sir de 2n—1 numere naturale; alegeti n numere a caror suma sd fie divizibila cu n
(n<10°). Daci nu exista solutie afisati n cifre de 0, daca sunt mai multe solutii afisati una
oarecare.
Exemplu : Pentru n=5 si 3,4,5,7,8,9,11,12,13 se poate afisa 4,5,7,8,11

Rezolvare : E suficient sd aratam cu se gaseste solutie pentru n prim, pentru cd daca stim sa
gdsim solutie pentru n; si ny, putem gasi o solutie si pentru n=n;-n,. Problema va avea deci
intotdeauna solutie.

3. Bancnote curioase
Avem bancnote de p si q lei. Cate valori din intervalul [a,b] nu se pot plati cu astfel de
bancnote? (1<p,q<1000; 1<a<b<1000000)

Exemplu : pentru bancnote de 3 si 5 lei si intervalul [5,15] se va afisa 10.

Rezolvare : daca cmmdc(p,q)>1 evident nu se pot pliti sume nedivizibile cu d, reducem
acest caz la cel cu p si q prime intre ele luand intervalul [ [a/d]+1, [b/d] ] si bancnote de valori
p/d si q/d. In acest caz se stie cd orice numir t poate fi scris t=px+qy, unde x sau y pot fi
negativi. dar pentru t>pg—p—q exista o scriere cu X §i y pozitivi, rdmane sa verificam numerele
mai mici ca pg—p—q.

4. Fractii rationale
Se citesc din fisierul de intrare numerele n si m. Aflati cate fractii rationale ireductibile de
forma a/b, cu 0<a<n si O<b<n existd. Afisati un sfert din aceste fractii, in ordine crescatoare,
incepand cu a m-a fractie si mergand din 4 1n 4. (1<m<n<500).
Exemplu : Pentru n=5, m=2 se va afisa : 11 si 1/3 1/2 2/3 4/5

Rezolvare : Se construieste sirul cerut pornind cu sirul 0/1 1/1, apoi intre fiecare doi termeni
se scrie fractia obtinutd adunand numadratorii, respectiv numitorii termenilor respectivi; se
obtine succesiv : 0/1 1/2 1/1, apoi 0/1 1/3 1/2 2/3 1/1, etc. Se pot da si formule de recurenta
pentru fractiile sirului obtinut dupad n pasi, observand ca Xy yk—Xk'Yk+1=1 : X0=0, x1=yo=1,
y1=0, Xgo=[(Yrtn)/ Y1 1 Xk 1—Xk, Yre2=[(Yrctn)/ Y1 ] Yie1=Yk.

5. Se dau numerele m si n. Calculati F;, mod n (m,nSlOg).
Exemplu m=5, n=3, se va afiga 2

1
Rezolvare: Consideram matricea M = (1 J. Matricele Mz, m? , contin termenii sirului lui

Fibonacci si se poate calcula M™ folosind reprezentarea binard a lui m. Evident, de fiecare
datd luam valorile modulo n, ceea ce evita calculele cu numere mari.
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V. Probleme deschise

1. Numere congruente
Se da n natural. Aflati daca existd un triunghi dreptunghic de arie n, cu laturile de lungimi
rationale, adica existd numerele naturale a,b,c,d,e,f astfel ca (a/b)2+(c/d)2:(e/f)2 si n=ac/2bd.

2. Fractii egiptene
Se considera fractia a/b, (1<a<b<1000). Gasiti numarul minim de ntregi pozitivi nj, ny,..., Nk
distincti astfel ca a/b=1/n;+1/ny+...+1/n.

3. Conjectura lui Catalan
Gasiti doua puteri consecutive, adicd numere naturale a,b>1 si p,g>1 astfel ca a®-b’=1 (in
afard de solutia 3°-2°=1).

4. Spargerea codurilor
Se da un numar X. Gasiti a,be N, a,b>1 astfel ca a-b=X

VI Problema de baraj

Se considerd n becuri asezate in forma de cerc, unele aprinse altele stinse. Singura operatie
posibild cu aceste becuri este schimbarea starii a k becuri consecutive (din aprins in stins si
invers).

Cerinta
Déndu-se doud configuratii de becuri sd se precizeze dacd se poate trece din prima
configuratie in a doua prin mai multe astfel de operatii

Date de intrare

Fisierul becuri.in contine pe prima linie numerele n si k, pe linia a doua n cifre de 0 sau 1
reprezentdnd starea initiald a becurilor iar pe linia a treia alt sir de O si 1, starea finala.
Numerele de pe aceeasi linie sunt separate de céte un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire becuri.out va contine, daca nu e posibild trecerea din prima stare in a doua
numarul 0. Daca e posibila se va scrie numarul de operatii pe prima linie, iar pe urméitoarele
linii operatiile precizate prin numarul de ordine al celui mai mic bec din secventa de k becuri
care-si schimba starea.

Exemplu

becuri.in becuri.out
10 3 2
1001100000 13
01 00O0O0O0CO0O0O

Restrictii

1<k<n<100000.

Comentariu

Dacia avem k mic, rezolvarea e cunoscutd, dar aga incercadm un algoritm de pattern matching?
Algoritmul comisiei e liniar, dar prea savant (dar e 1n temd). Se asociaza fiecarei configuratii
un sir de O si 1, care ne arata daca doua siruri sunt echivalente.
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