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Determinarea clicilor  
 
Defini�ie 1 
Fie G=(V, U) un graf neorientat. Se nume�te clic� un subgraf complet maximal cu 
aceast� proprietate. 
 
Problema determin�rii tuturor clicilor într-un graf sau a clicii cu num�r maxim de vârfuri 
este NP-complet�. 
 
Nota�ii: 
CS (Complete Subgraph) – mul�imea vârfurilor din CS induce un subgraf complet în G 
CA (CAndidates) – mul�imea vârfurilor utilizate pentru a extinde CS astfel încât s� devin� 
clic� 
NOT – mul�imea vârfurilor care au fost utilizate pân� acum pentru extinderea CS �i sunt 
în continuare excluse. 
 
Mul�imile CA �i NOT con�in toate vârfurile grafului, care nu apar�in mul�imii CS dar sunt 
adiacente cu toate vârfurile din CS. 
Pe parcursul algoritmului vom nota NOTi �i CAi mul�imile NOT �i CA de la pasul i. 
 
Generarea recursiv� prin backtracking a clicilor 
 
Algoritmul genereaz� recursiv toate extensiile mul�imii CS, ad�ugând vârfuri din CA, nu 
din NOT. Vârfurile din NOT sunt excluse, deoarece într-o etap� anterioar� au fost 
construite toate extensiile mul�imii CS care con�in acele vârfuri. 
 
Ini�ial: 
CS←∅ 
NOT0←∅ 
CA0 ←V 
 
generare (i) 
{Dac� CAi≠∅  
         {Extrage primul candidat din mul�imea CAi (c) 
          CS←CS∪{c} 
          CAi+1=CAi-{x| x∈CAi, [x,c]∉U} 
          NOTi+1=NOTi-{x| x∈NOTi, [x,c]∉U} 
          generare(i+1) 
          CS←CS-{c} 

          NOTi←NOTi∪{c} 
         } 
} 
 
Pentru ca CS s� fie clic� trebuie ca atât CA, cât �i NOT s� fie vide. 
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Condi�ie de m�rginire: 
Dac� NOT con�ine un vârf (s�-l not�m v) adiacent cu toate vârfurile din CA, nu se va 
ob�ine o nou� clic� (pentru c� în orice apel ulterior v va r�mâne în NOT �i subgraful 
complet ob�inut nu e maximal ). 
 
Algoritmul Bron-Kerbosch 
Algoritmul precedent genereaz� toate clicile, în ordine lexicografic�. 
Algoritmul Bron-Kerbosch selecteaz� un nou vârf din mul�imea de candida�i astfel încât 
condi�ia de m�rginire s� devin� adev�rat� cât mai repede cu putin��. 
 
Pentru aceasta: 
1. Se determin� un vârf v din NOT ∪CA cu num�r maxim de vârfuri adiacente în CA. 
2. Dac� v ∈CA, v va fi noul candidat. La revenirea din apelul recursiv, v va fi plasat în 

NOT. În acest moment v ∈NOT �i vom continua selectând mai întâi acei candida�i 
care nu sunt adiacen�i cu v. Dac� nu mai exist� candida�i în CA care nu sunt adiacen�i 
cu v, aplic�m condi�ia de m�rginire �i revenim. 

 
Algoritmul BK nu genereaz� clicile în ordine lexicografic�, ci are tendin�a de a genera 
mai întâi clicile de dimensiune mai mare. 
 
 
Determinarea tuturor clicilor maximale într-o familie de grafuri induse 
 
Problema 
S� consider�m M o mul�ime de obiecte, fiecare obiect având asociate o mul�ime de 
propriet��i P (mul�imea de propriet��i fiind reprezentat� prin vectore caracteristic). 
S� consider�m c� între obiectele din M exist� o rela�ie simetric� �i nereflexiv� R. 
Se cere s� se determine o submul�ime maximal� de obiecte, astfel încât: 
– oricare dou� obiecte din submul�ime s� fie în rela�ia R; 
– toate obiectele din subml�ime au cel pu�in o proprietate comun�. 
 
Transpunerea problemei în limbaj de grafuri. 
Fie G=(V, U) un graf neorientat (vârfurile sunt obiectele; dac� dou� obiecte sunt în rela�ia 
R, atunci exist� muchie între vârfurile asociate obiectelor respective). 
Fiecare proprietate Pi din P induce un subgraf al lui G astfel: 
1. Mul�imea vârfurilor Xi este format� din vârfurile corespunz�toare obiectelor care au 

proprietatea Pi. Mai exact, Xi={x∈V | Pi(x)=1} 
2. Mul�imea muchiilor este format� din muchiile din U care au ambele extremit��i în Xi. 

Mai exact, Ui={[x,y] ∈ U | x, y ∈ Xi} 
 
Observa�ie 
Mul�imile de vârfuri din subgrafurile induse de propriet��ile din P nu sunt în neap�rat 
disjuncte. 
 
Problema se reduce la adetermina toate clicile maximale al subgrafurile induse de 
propriet��ile din mul�imea P. 
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Defini�ie 2 
Fie G1, G2, ..., Gm subgrafurile induse de propriet��ile din P. 
Fie Ci = mul�imea tuturor clicilor din graful Gi. 
O clic� C ∈Ci este clic� maximal� în G dac� nu exist� o clic� D ∈Cj astfel încât C⊂D. 
Mul�imea clicilor maximale ale grafului G o vom nota MC. 
 
Defini�ie 3 
Fie G=(V, U) un graf neorientat �i P=(P1, P2, ..., Pm) o mul�ime de propriet��i asociate 
vârfurilor. Pentru orice i∈V, definim Ai={j | Pj(i)=1} (mul�imea propriet��ilor 
vârfului i). 
Definim un graf cu atribute GA ca un triplet (V, U, A), unde A={A1, A2, ..., An}. 
 
Defini�ie 4 
Fie GA un graf cu atribute. O submul�ime C={i1, i2, ..., ik}⊂V se nume�te clic� în GA 
dac� îndepline�te urm�toarele 3 propriet��i: 
1. C induce un subgraf complet al lui G 
2. ∩i∈CAi≠∅ 
3. C este maximal� (nu exist� nu exist� o clic� D⊂V, astfel încât astfel încât C⊂D). 
 
Teorem� 
Fie G=(V, U) un graf neorientat �i P=(P1, P2, ..., Pm) o mul�ime de propriet��i asociate 
vârfurilor. Submul�imea C⊂V este clic� în familia de grafuri induse dac� �i numai dac� C 
este clic� în GA. 
 
Modificarea algoritmului Bron-Kerbosch 
 
Vom adapta defini�iile mul�imilor CS, CA �i NOT astfel încât s� se adapteze defini�iei 4. 
Mai exact, CS va fi o mul�ime de vârfuri care induce un subgraf complet �i care în plus 
respect� condi�ia 2. din defini�ia 4 (∩i∈CSAi≠∅). 
În mod analog, mul�imile CA �i NOT con�in vârfuri adiacente cu toate vârfurile din CS �i 
în plus, ∀j∈CA∪NOT, Aj∩(∩i∈CSAi)≠∅ 
 
Defini�ie 5 
Fie i, j  ∈ V. Spunem c� vârfurile i �i j sunt adiacente relativ la proprietatea k dac� 
[i,j]∈U �i k∈Ai∩Aj.  
 
Condi�ia de m�rginire 
 
Dac� exist� v∈NOT, astfel încât v este adiacent cu toate vârfurile din CA relativ la un 
atribut k∈∩i∈CSAi, atunci orice extensie a mul�imii CS din acest punct nu va conduce la 
ob�inerea unei clici. 


