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Determinarea clicilor

Definitie 1
Fie G=(V, U) un graf neorientat. Se numeste cliciA un subgraf complet maximal cu
aceastd proprietate.

Problema determinarii tuturor clicilor intr-un graf sau a clicii cu numar maxim de varfuri
este NP-completa.

Notatii:

CS (Complete Subgraph) — multimea varfurilor din CS induce un subgraf complet in G
CA (CAndidates) — multimea varfurilor utilizate pentru a extinde CS astfel Tncat sa devina
clica

NOT — multimea varfurilor care au fost utilizate pAna acum pentru extinderea CS si sunt
in continuare excluse.

Multimile CA si NOT contin toate varfurile grafului, care nu apartin multimii CS dar sunt
adiacente cu toate varfurile din CS.
Pe parcursul algoritmului vom nota NOT1 si CA1 multimile NOT si CA de la pasul i.

Generarea recursiva prin backtracking a clicilor

Algoritmul genereaza recursiv toate extensiile multimii CS, adaugand varfuri din CA, nu
din NOT. Varfurile din NOT sunt excluse, deoarece intr-o etapa anterioarda au fost
construite toate extensiile multimii CS care contin acele varfuri.

Initial:
CS¢
NOT0«J
CAO0 «V

generare (i)

{Dacd CAizJ
{Extrage primul candidat din multimea CAi (c)
CS«Csu{c}
CAi+1=CAi-{x| xe€CAi, [x,cleU}
NOTi+1=NOTi-{x| xeNOTi, [x,cleU}
generare (i+1)
CS«CS—{c}
NOTi¢-NOTiu{c}

Pentru ca CS sa fie clica trebuie ca atat CA, cat si NOT sa fie vide.
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Conditie de méarginire:

Daca NOT contine un varf (sd-1 notdm v) adiacent cu toate varfurile din CA, nu se va
obtine o noud clicd (pentru cad 1n orice apel ulterior v va rdmane in NOT si subgraful
complet obtinut nu e maximal ).

Algoritmul Bron-Kerbosch

Algoritmul precedent genereaza toate clicile, in ordine lexicografica.

Algoritmul Bron-Kerbosch selecteaza un nou varf din multimea de candidati astfel incat
conditia de marginire sd devind adevaratd cat mai repede cu putinta.

Pentru aceasta:

1. Se determina un varf v din NOT UCA cu numar maxim de varfuri adiacente in CA.

2. Daca v e€CA, v va fi noul candidat. La revenirea din apelul recursiv, v va fi plasat in
NOT. In acest moment v €NOT si vom continua selectind mai intdi acei candidati
care nu sunt adiacenti cu v. Daca nu mai exista candidati in CA care nu sunt adiacenti
cu v, aplicam conditia de marginire §i revenim.

Algoritmul BK nu genereaza clicile in ordine lexicografica, ci are tendinta de a genera
mai Intdi clicile de dimensiune mai mare.

Determinarea tuturor clicilor maximale intr-o familie de grafuri induse

Problema

Sa consideram M o multime de obiecte, fiecare obiect avand asociate o multime de
proprietdti P (multimea de proprietati fiind reprezentata prin vectore caracteristic).

Sa consideram ca intre obiectele din M exista o relatie simetrica si nereflexiva R.

Se cere sa se determine o submultime maximala de obiecte, astfel Tncat:

— oricare doud obiecte din submultime si fie 1n relatia R;

— toate obiectele din submltime au cel putin o proprietate comuna.

Transpunerea problemei in limbaj de grafuri.

Fie G=(V, U) un graf neorientat (varfurile sunt obiectele; dacd doua obiecte sunt in relatia

R, atunci existd muchie intre varfurile asociate obiectelor respective).

Fiecare proprietate P; din P induce un subgraf al lui G astfel:

1. Multimea varfurilor X; este formata din varfurile corespunzatoare obiectelor care au
proprietatea P;. Mai exact, X;={xeV | P;(x)=1}

2. Multimea muchiilor este formata din muchiile din U care au ambele extremitati in X;.
Mai exact, U;={ [x,y] € U | x, yv € X;}

Observatie
Multimile de varfuri din subgrafurile induse de proprietdtile din P nu sunt in neaparat
disjuncte.

Problema se reduce la adetermina toate clicile maximale al subgrafurile induse de
proprietdtile din multimea P.
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Definitie 2

Fie G;, Gy, ..., G, subgrafurile induse de proprietatile din P.

Fie C; = multimea tuturor clicilor din graful G;.

O clica C €C; este clica maximald in G daca nu exista o clica D e C5 astfel Incat CcD.
Multimea clicilor maximale ale grafului G o vom nota MC.

Definitie 3
Fie G=(V, U) un graf neorientat si P=(P;, P, ..., P,,) 0 multime de proprietati asociate
varfurilor. Pentru orice ieV, definim A;={7j | Py (i)=1} (multimea proprietatilor

varfului 1).
Definim un graf cu atribute G, ca un triplet (V, U, 2), unde A={A1, Ay, ..., A,}.

Definitie 4

Fie GA un graf cu atribute. O submultime C={1i4, i,, ..., 1x} ©V se numeste clicd in GA
dacd indeplineste urmatoarele 3 proprietati:

1. C induce un subgraf complet al lui G

2. Mje CAi;t@
3. C este maximala (nu existd nu exista o clicd DV, astfel incat astfel incat CcD).

Teorema

Fie G=(V, U) un graf neorientat si P=(P,, P, ..., P,) o multime de proprietati asociate
varfurilor. Submultimea CcV este clicd in familia de grafuri induse daca si numai daca C
este clica in GA.

Modificarea algoritmului Bron-Kerbosch

Vom adapta definitiile multimilor CS, CA si NOT astfel incét sa se adapteze definitiei 4.
Mai exact, CS va fi o multime de varfuri care induce un subgraf complet si care in plus
respectd conditia 2. din definitia 4 (NiccsAi#D).

In mod analog, multimile CA si NOT contin varfuri adiacente cu toate varfurile din CS si
1n plus, \V/je CAUNOT, Ajm (NMiecsAy) #J

Definitie 5
Fie i, 3 € V. Spunem ca varfurile i si J sunt adiacente relativ la proprietatea k daca
[1,7]eUsi keAiNA;.

Conditia de marginire
Daca exista ve NOT, astfel incat v este adiacent cu toate varfurile din CA relativ la un

atribut ke MiccsA;, atunci orice extensie a multimii CS din acest punct nu va conduce la
obtinerea unei clici.



