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Numere Catalan, numere generalizate Catalan, numere Narayana

Problema 1. Siruri k-A n-B
Sa se determine numarul sirurilor formate din k litere A si m litere B, care au proprietatea:

(P) pentru orice 1<i<m+k, numarul de litere B nu depdseste numarul de litere A in prefixul sirului de
lungime i.

Solutie
Numarul acestor siruri este nenul daca si numai dacd este indeplinita conditia m<k.
Numarul sirurilor care contin litera A de k ori, iar litera B de m ori este

Nr (k,m)=(m+k) !/ (m!k!)=Comb (m+k, m)

unde prin Comb (m+k, m) au fost notate numarul combindrilor de m+k elemente luate cate m.

Dintre aceste siruri, vom determina numarul sirurilor care nu verifica proprietatea (P).

Sa consideram S un sir care contine litera A de k ori, litera B de m ori si care nu verifica proprietatea (P). Exista
in acest sir o pozitie 2p+1 (p>0) astfel Incat S[2p+1]=B, iar prefixul sirului S de lungime 2p contine p litere A
si p litere B. Vom alege p minim cu aceasta proprietate.

Transformdm sirul S dupa cum urmeaza:

— Adaugam pe prima pozitie o literd A. Se obtine astfel un sir format din m litere B §i k+1 litere A, iar prefixul
de lungime 2p+2 al acestui sir contine un numar egal de litere A si B.

— in prefixul de lungime 2p+2 al sirului obtinut schimbam litera A in litera B, iar litera B in litera A. Prin
aceasta transformare numarul total de litere A si B nu se modificd, iar prima litera din sir este acum B.

Prin aceste transformari asociem 1n mod biunivoc unui sir care contine litera A de k ori, litera B de m ori si care

nu verificd proprietatea (P) un sir care contine litera A de k+1 ori, litera B de m ori si care Incepe cu litera B.

Adicd numarul sirurilor care contin litera A de k ori, litera B de m ori si care nu verifica proprietatea (P) este

egal cu numarul sirurilor care contine litera A de k+1 ori, litera B de m ori §i care incepe cu litera B (m<k+1).

Supriménd prima literd din aceste siruri, obtinem toate sirurile formate din m-1 litere B si k+1 litere A. Numarul

lor este:

Nr (k+1,m-1)=Comb (m+k, m—-1)
Deci numarul sirurilor care contin litera A de k ori, litera B de m ori si satisfac proprietatea (P) este
Comb (m+k, m) —Comb (m+k, m—1)=Comb (m+k, m) * (k-m+1) / (k+1)

Problema 2. Siruri corect parantezate
Sa se determine numarul sirurilor formate din n perechi de paranteze rotunde care se inchid corect.

Solutie
Daca in problema precedenta consideram k=m=n, atunci obtinem problema parantezelor (sirurile formate din n
perechi de paranteze rotunde care se nchid corect).

Deducem ca numarul de solutii este
Comb (2n,n) / (n+l) =Catalan (n)
numar denumit si numarul lui Catalan (de ordin n).

Observatii

1. Datorita modului de obtinere a numerelor Catalan, prezentat In solutia problemei precedente, deducem un
mod de calcul al numerelor Catalan, bazat pe triunghiul combinarilor al lui Pascal. Astfel, catalan (n) se
obtine din diferenta dintre termenul n de pe linia 2n a triunghiului lui Pascal si termenul din stinga sa:

Catalan (n)=Comb (2n,n) -Comb (2n,n-1)
2. Din formula care descrie numerele Catalan, putem deduce si o relatie de recurenta:

Catalan(0)=1si (n+2)Catalan (n+l)=(4n+2)Catalan (n), (n>0)
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3. Numerele lui Catalan constituie un sir de numere naturale, primii termeni fiind:
1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796,58786,208012, 742900, 2674440, 9694845, ...

4. in literatura de specialitate se utilizeaza notatia Catalan (n) =C, pentru a indica numirul lui Catalan de ordin
n, cu CO=1'

O alta abordare recursiva

Sa revenim la problema sirurilor corect parantezate.

Analizand problema pentru n=1 obtinem o solutie (), iar pentru n=2 obtinem doua solutii () () si (()).
Observam ca orice sir format din n perechi de paranteze care se inchid corect incepe cu paranteza deschisa si
exista o paranteza Inchisa care corespunde acestei paranteze deschise.

Deci sirul poate fi partitionat in doua secvente sub forma (x) v, unde X este un sir de k perechi de paranteze care
se inchid corect, iar Y este un sir de n-k-1 perechi de paranteze care se Inchid corect (0<k<n). Deducem astfel
urmatoarea formula de recurenta:

Catalan(n)= Catalan(0)*Catalan(n—-1)+ Catalan(l)*Catalan(n-2)+
Catalan(2) *Catalan(n-3)+...+ Catalan(n-1)*Catalan(0)

Exemple de interpretari ale numerelor Catalan

Numerele lui Catalan intervin in numeroase probleme de combinatoricd. Amintim unele dintre cele mai
cunoscute interpretdri combinatorice ale numerelor lui Catalan.

1. Fie * o operatie binard asociativa. In cite moduri poate fi parantezati expresia a,*a,*...*a,? Solutia
problemei a fost datd de matematicianul belgian Eugene Charles Catalan in 1838 si este Catalan (n-1).
De exemplu, pentru n=4 cele Catalan (3)=5 modalitati de parantezare ale sirului a,*a,*as*a, sunt:
(a;*az) * (as*ay) a;* ((az*as) *aq)) (ar* (ax*asz) ) *aq ((a1*az) *as) *ag  ar;* (ax* (az*ay))
diagonale care nu se intersecteazd (exceptidnd extremitdtile) este Catalan (n-2). Exemplu: pentru n=5,
pentagon, se obtin cele Catalan (3) =5 cazuri.
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3. Numarul de arbori binari cu n noduri neetichetate este Catalan (n). Pentru n=3 se obtin:

N <o

4. Numarul de arbori binari cu 2n+1 noduri (sau cu n+1 frunze) este Catalan (n). Pentru n=3:

AT TR T A

5. Numarul de moduri 1n care 2n persoane asezate la o masa rotunda 1si pot strdnge mainile fara ca bratele lor
sa se intersecteze este Catalan (n) — 1n cite moduri pot fi unite 2n puncte aflate pe circumferinta unui cerc
fara ca liniile de unire sd se intersecteze . Pentru n=3 se obtine:

N '\.\\ S // 7
6. Numarul de moduri de a conecta 2n puncte aflate pe o linie dreapta, prin n arce care sa conecteze cate doud

puncte fara sa se intersecteze si arcele s nu fie decat deasupra liniei punctelor este Catalan (n). Pentru n=3
se obtine:

o oalol mle [Taald [Iﬂll
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. Numarul de profiluri montane distincte ce se pot desena cu ajutorul a n caractere / §i n caractere \, fard a

cobori sub “nivelul marii” (linia orizontald care trece prin punctul de plecare) este Catalan (n). Problema
apare si astfel: numarul de drumuri laticiale' dintre (0,0) si (0,2n) cu pasi de forma (1,1) si (1,-1),

fard a trece sub axa Ox este Catalan (n). Pentru n=3 se obtine:

/\\/\/\/\/\/\/A\/\/\/\.

Problema apare si astfel: numarul de drumuri laticiale dintre (0, 0) si (0,2n+2) cu pasi de forma (1,1) si
(1,-1), fard a trece sub axa Ox fara varfuri de indltime 2 este Catalan (n). Pentru n=3 se obtine:

PAONZN

9. Numarul de drumuri laticiale dintre (0,0) si (n,n) cu pasi de forma (1,0) si (0,1) care Insa nu trec

10.

11.

12.

13.

14.

deasupra dreptei de ecuatie y=x este Catalan (n). Pentru n=3 se obtine:

] -

o

Numarul de perechi de drumuri laticiale cu n+1 pasi fiecare, pornind din (0, 0) si terminand 1n acelasi
punct fard sa se Intilneasca 1n alte puncte decét in punctele de inceput si sfarsit, utilizdnd pasi de forma

(1,0) si (0,1) este dat de Catalan (n). Pentru n=3 se obtine:

IRCEn

Numarul de combinatii de n valori 1 si n valori -1, astfel Incat orice suma partiala sa fie pozitiva este dat

de Catalan (n). Pentru n=3 exista combinatiile:

1+1+1-1-1-1 1+1-1+1-1-1 1+1-1-1+1-1 1-1+1+1-1-1 1-1+1-1+1-1

Numarul de secvente de numere intregi 1<a,<a,<...<a, care au proprietatea a;<i este dat de
Catalan (n). Pentru n=3 exista secventele:

111 112 113 122 123

Numarul de secvente de numere intregi a,, a,, ..., a, astfel incat a;>-1, toate sumele partiale sunt

pozitive §i a,+a,+. . .+a,=0, este Catalan (n). Pentru n=3 exista secventele:

0,0,0 0,1,-1 1,0,-1 1,-1,0 2,-1,-1

Numarul de permutari ale multimii 1, 2, . . ., 2n astfel Incat:

' Drum laticial — drum care uneste puncte laticiale — puncte de coordonate intregi
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a. 1,3,..,2n-1 apar in ordine crescatoare
b. 2,4, ...,2n apar in ordine crescatoare
c. 2i-1estein fatalui 21, pentru 1<i<n

este dat de Catalan (n). Pentru n=3 permutdarile sunt:

123456 123546 132456 132546 135246

15. Sa considerdm o tabla de sah de dimensiune (n+1)* (n+1) si o piesa plasata initial intr-un colt al tablei. O
mutare constd in plasarea piesei in una dintre pozitiile alaturate (pe orizontald sau verticald). Numarul de
drumuri distincte de lungime 2n pe care le poate stribate piesa din coltul initial in coltul opus, fard a
intersecta diagonala principald este Catalan (n).

16. Numarul de permutéri ce se pot obtine cu ajutorul unei stive in care se introduc succesiv numerele 1, 2, ..., n
este Catalan (n).

17. in documentul Exercises on Catalan and Related Numbers, Cambridge University Press, Richard P_
Stanley, June 1998 existda mai multe astfel de interpretari.

Problema 3. Problema mingilor de tenis

Intr-un joc obisnuit de tenis, un jucator primeste de fiecare data k=2 mingi pentru a servi si serveste una singura,
pe care o alege el. Presupunind acum ca mingile sunt numerotate 1, 2, ... sicdjucdtorul nu arunca mingea
(mingile) care i-au ramas, sa se determine in cite moduri se poate constitui multimea mingilor servite dupd n
servicii.

Un posibil mod de a servi mingile este:

Pas | Mingi primite Mingi la dispozitie Minge servita
1 1 si 2 1 si 2 1
2 |3 si4 2, 3 si 4 4
3 |5 si 6 2, 3, 5 si 6 2
4 |7 si s 3, 5, 6, 7 si 8 6

deci dupa n=4 servicii au fost servite mingile (1, 4, 2, 6).

Putem figura grafic toate modalitatile de a servi mingile astfel:

©

© 0 o

HOOOOW QGO O

- radacina = 0 —nu s-a servit nici o minge
- pe nivelul 1 mingile care pot fi servite (mingea 1 sau mingea 2) prima data
- penivelul 2 pot fi servite:
o mingile 2, 3 sau 4 daca prima minge servitd a fost mingea 1
o mingile 3 sau 4 daca prima minge a fost 2
- penivelul 3 ...

Este clar ca putem descrie astfel modul de servire a mingilor, in ordine crescatoare, deoarece toate combinatiile
duc la formarea acelorasi seturi de mingi, ordinea in care consideram mingile servite nefiind importanta
(combinatia 1, 4, 2, 6 este identicd cu 1, 2, 4, 6). Astfel, componenta unui set de mingi servite dupa n servicii
este datd de o “ramura” a acestui arbore de la radacina pana la un nod final.

Se observa cd astfel s-au determinat toate combinatiile posibile dupa n=3 servicii.
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Sintetizand, vom avea

n numdr posibilitati
1 2

2 5

3 14

4 42

care nu sunt altceva decat numerele lui Catalan:

n n
— 2n_ _ 2n+l
n+l 2n+l
Desigur, numerele Iui Catalan, pentru k=2 sunt:

n C, valoare
1 C, 1

2 C, 2

3 C3 5

4 Cy 14

5 Cs 42

ceea ce aratd cd pentru a obtine rezultatul corect va trebui sa consideram pentru nivelul n, valoarea C,,.

In mod asemanator, daca, in loc sd primeasca cite k=2 mingi, de fiecare datd jucdtorul primeste cite k mingi,
se demonstreaza ca numarul de seturi de mingi care se pot forma este dat formula:

n n
(k) _ kn — _kn+l

" (k=Dn+1 kn+1

care se numeste numar Catalan generalizat de ordin k.

Numerele generalizate Catalan

Pentru k=2 se deduce

@_ C, G
" n+l1 2n+l1

adica numerele Catalan obisnuite.

Numerele Catalan generalizate reprezintd numarul de modalitati de a Tmparti un poligon convex 1n n poligoane
cu k+1 laturi, care nu se intersecteaza, prin n—1 diagonale care nu se intersecteaza.
Astfel pentru k=3 vom obtine:

numir numir Cl . Desene
di?ggrgle laturi Ey
0 4 cl/3 |[]
! 6 czis 1o DO
A SIS V=S W)
3 10 C142 /9 e
4 12 C, /11
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Problema 4. Culmi

Lui Gigel 1i place sa se joace cu numerele. De data asta el se joacd numai cu numerele +1 si —1. El pune pe
hartie, unul dupa altul, n numere +1 si n numere -1, dar are grija ca oricum ar aduna numere consecutive
pornind de la primul numar pus pe hartie sd nu obtind o suma negativa. Apoi Gigel figureaza numarul +1 prin /
iar numarul -1 prin \ si obtine niste desene interesante. Astfel, pentru n=3, configuratiile corecte si desenele pe
care le obtine Gigel arata 1n felul urmétor:

/\
/A /\ AVA /\
/ NN/ A A A N AVAVA
R e s e e e e o e e i (+ = +1;, - = -1)

Evident, configuratia

/\
/N
\/

++-——+ nu este corectd, deoarece la un moment dat suma devine -1.

Gigel observa faptul ca aceste desene seaméana cu niste munti si, mai mult, observa ca numarul de varfuri ai
"muntilor" difera: unii au un varf, altii au doua varfuri, iar altii chiar trei.

Cerinta
Pentru n si k date, determinati cati dintre "muntii" corect formati cu n semne / §i n semne \ au exact k varfuri.

Numerele Narayana

Am aratat ca una dintre interpretarile date numerelor Catalan este numarul de profiluri montane distincte ce se
pot desena cu ajutorul a n caractere / §i n caractere \, fard a cobori sub “nivelul marii” (linia orizontala care
trece prin punctul de plecare). Pentru n=3 se pot construi profilele

/\
/N AVA /\ /\
/ N/ \ /NSNS NN TAYAVA

Un varf al unui astfel e profil montan este definit ca fiind o pereche /\, adica un pas in sus urmat imediat de un
pas in jos. In mod analog se poate defini o vale ca fiind o pereche \/.

Numerele Narayana se definesc pentru n, k=1 ca fiind

N(n,k)= lc,fC,f‘l = 165‘165:3
n k

CuN(0,0)=18§iN(n,0)=0,N(n,1)=1 pentru n>1, si reprezintd exact numarul de “profile” montane formate
din n caractere / si n caractere \ fara a cobori sub “nivelul marii” (linia orizontala care trece prin punctul de
plecare), care au exact k varfuri, adica solutia problemei de mai sus.

Pentru exemplul dat se observa faptul ca
N (3, 1) =1, adica exista 1 profil care are exact 1 varf
N (3, 2) =3, adica existd 3 profile care au exact 2 varfuri
N (3, 3) =1, adica existd 1 profil care are exact 3 varfuri

Prin calcul direct se poate observa ca numerele Narayana reprezintd o descompunere a numerelor Catalan astfel
incat, pentru n>0 este adevarata relatia:



Pregatirea lotului national de informatica Emanuela Cerchez
Alba Iulia, 2007 Marinel Serban
Liceul de Informatica "Grigore Moisil" Iasi

C, =S N(n.k)
k=0

Cateva proprietiti ale numerelor Narayana :
N(n,k)=N(n,n—k+1)
Cl ,N(n+1,k+1)=C> ,N(n,k)
CK'N(n,k +1)= C'N(n, k)
C2,..N(n+1k)=C2, N(nk)

(n+DN(n,k)=n-D[N(n-1,k-1)—N(n-1,k)]+2(C:})
N(n+1Lk+1)=(CH*-Cct'c

Numerele Narayana formeaza un triunghi in care suma elementelor pe linii reprezintd exact numere Catalan.

n k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6 | k=7 | & = C,
0 1 1
1 0 1 1
2 0 1 1 2
3 0 1 3 1 5
4 0 1 6 6 1 14
5 0 1 10 20 10 1 42
6 0 1 15 50 50 15 1 132
7 0 1 21 105|175 | 105 21 1 429
Aplicatii
1. Naveta (Balcaniada de Informatica, Romania, 2003)

Pe asteroidul BOI2003 trebuie transportati n cercetatori cu ajutorul unei navete spatiale. Aceasta navetd are Tnsa
citeva caracteristici constructive mai deosebite. Astfel, la plecarea de pe Terra ea trebuie sd Incarce exact s
cercetatori, iar la sosirea pe BOI2003 trebuie sd debarce un singur cercetator, apoi trebuie s se intoarcd pentru a

incarca alti exact s cercetdtori. Presupunind ca cercetatorii sunt numerotati 1, 2, .. , naveta va proceda
astfel:
¢ la prima cursa incarca de pe Terra cercetdtorii 1, 2, ..., s si debarcd pe BOI2003 unul dintre
acestia;
¢ lacursa a doua incarca de pe Terra cercetatorii s+1, s+2, ..., 2s sidebarca pe BOI2003 unul dintre

cercetatorii existenti in navetd;
e la cursa a treia Incarca de pe Terra cercetdtorii 2s+1, 2s+2,
dintre cercetatorii din naveta;

., 3s si debarca pe BOI2003 unul

Dupa n curse pe asteroidul BOI2003 va exista o echipa formata din n cercetatori.

Cerinta

Date de intrare
Pe prima linie a fisierului de intrare naveta. in se gasesc valorile s si n separate prin exact un spatiu.

Date de iesire

Restrictii
e 1 <=5 <=10
e 1 <=n <= 40
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e lafiecare cursa sunt incércati urmétorii s cercetatori, in ordinea numerotérii lor
e 1n naveta incap un numar nelimitat de persoane(!!!)

Exemplu
naveta.in naveta.out
2 3 14

Timp maxim de executie/test: 1 secunda

2. Expresii (Olimpiada Térilor Baltice 1999)
Fie X cea mai micd multime definitd dupa regulile urmatoare:

— sirul vid apartine multimii x;

— daca sirurile A si B apartin multimii X, atunci atat (A), cat §i AB apartin multimii X.

Elementele multimii X se numesc expresii corect parantezate.

De exemplu, urmatoarele siruri sunt expresii corect parantezate:

OO0

(OO

Urmatoarele siruri nu sunt expresii corect parantezate:

))) (O

0) O

Fie E o expresie corect parantezata. Lungimea expresiei E este egalda cu numarul de paranteze din E.
Adancimea expresiei E, notatd cu D (E) , este definita astfel:

[ 0 dacd E este sirul vid
D(E)= 4 D(A)+1 daca E = (A), si A apartine multimii X
L max (D (A),D(B)) daca E = AB, si A, B apartin multimii X
Cerinta

Scrieti un program care, pentru n i d dati, sa determine numarul de expresii corect parantezate de lungime n §i
adancime d.

Date de intrare
Fisierul de intrare par . in contine pe prima linie numerele naturale n §i d, separate printr-un spatiu.

Date de iesire
Fisierul de iesire par.out va contine o singura linie pe care se afld numarul de expresii corect parantezate de
lungime n §i adancime d.

Restrictii
1 < n < 39,0<d<20.

Exemplu
par.in par.out Explicatie
6 2 3 Cele 3 expresii sunt:
(OO
0OCO)
(0O 0)
3. Divizori (Pregatirea lotului national de informatica, 2004)

Asa cum stim, lui Gigel ii place si se joace cu cifrele. Intr-o zi, jucindu-se, a observat o proprietate foarte
interesantd a unui sir de numere: sirul incepe cu 1 si se termind cu 1 si oricare dintre celelalte numere din sir
(toate = 2) divid suma vecinilor lor.
De xemplu, sirul 1 4 3 2 1 are aceasta proprietate deoarece

e incepe si se termind cu 1

e 4divide 1+3

e 3divide 4+2

e 2divide 3+1

Cerinta
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Datn > 3, sd se determine céte astfel de siruri de n cifre se pot construi si, de asemenea, sa se determine un
astfel de sir.

Date de intrare
Fisierul de intrare divizori.in contine pe prima linie numarul n.

Date de iesire
Fisierul de iesire divizori.out contine pe prima linie numarul de siruri care se pot construi. Linia a doua
contine un astfel de sir de numere, numerele din sir fiind separate unul de altul prin exact un spatiu.

Restrictii
e 3< n <2500

Exemple

divizori.in | divizori.out Explicatii

3 1 sirul care se poate construieste 1 2 1
121

4 2 unul dintre sirurile care se pot construieste 1 3 2 1
1321

Timp maxim de executie/test: 1 secunda
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