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Generarea permutarilor. Alfametica

In continuare vom prezenta cei mai importanti algoritmi de generare a permutdrilor, incepand cu o metoda
clasicd, simpla si flexibila:

Algoritmul L (Generarea permutarilor in ordine lexicografica) Data fiind o secventa de n elemente a;_ a,, ...,
a,, initial sortate, astfel Incat

ay<as..<Za,
acest algoritm genereazd toate permutarile multimii {a,, ay, ..., a,}, parcurgandul-le in ordine lexicografica.
Exemplu

Pentru secventa 1, 2, 2, 3 avem permutarile

1,2,2,3;1,2,3,2; 1,3,2,2; 2,1,2,3; 2,1,3,2; 2,2,1,3; 2,2,3,1; 2,3,1,2; 2,3,2,1; 3,1,2,2; 3,2,1,2; 3,2,2,1;

in ordine lexicografica. In continuare vom folosi un element auxiliary a, care este strict mai mic decat cel
mai mare element, a,.

LO. Citiea lui n si a secventei aj a, ..., a,
Ll. Se afiseazd permutarea a;, az, .., an.
L2. {gasirea lui 3j}
j<—n—l
Cat timp j>0 si ajy>=aj.a executa
j-3j-1
sfarsit cat timp
daca j=0 atunci
goto LS
sfarsit daca
{in acest moment, j este cel mai mic indice pentru care am vizitat deja
toate permutarile care incep cu a;,.., a;. Astfel, urmatoarea permutare in
ordine lexicografica va modifica (incrementa) valoarea lui aj}
L3. {incrementarea lui aj}

hen

Cat timp as;>=a, executa
h<h-1

sfarsit cat timp

djednp

{Deocarece aj;;2..2a,, a, este cel maili mic element care este mai mare decat
a; si care poate urma in mod Jjustificat dupa ai,..,a;-1 in cadrul unei
permutari. Inainte de interschimbare aveam aj;j2.2ay12ap>aj2ans12..2an-1 ;
dupa interschimbare avem aj;;2..2ap-i12a;>an2an12..2a,. }
L4.{inversarea secventel ajii,..,an}
kej +1
hen
cat timp k<h executa
Adyedap
kk+1
heh-1
sfarsit cat timp
L5. sfarsit
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In general, succesorul in ordine lexicografici al oricirui model combinatoric aj, ..., a, poate fi obtinut printr-
o procedura care cuprinde trei pasi:

a) Se gaseste cel mai mare indice j astfel dncat a; poate fi marit.

b) a; este incrementat cu cantitatea cea mai micd aplicabild.

c) Se gdseste cea mai rapidd modalitate de a extinde lexicografic noul a,, ..., aj pentru a completa
modelul.
Inversiuni
Fie a;a,...a, o permutare a multimii {1, 2, ..., n}. Dacd i<j si a;>aj, perechea (a;, a;) se numeste o inversiune a

permutarii. De exemplu permutarea 3 1 4 2 are trei inversiuni: (3,1), (3,2) si (4,2).

Tabelul de inversiuni b;b,...b, ale permutarii a,a,...a, se obtine definind b; ca numarul de elemente de la
stanga lui j care sunt mai mari decét j. Rezultd, de exemplu, cd permutarea

5918206473 (1)
are ca tabel de inversiuni
23 6402210, (2)

pentru ca la stdnga lui 1 se afld 5 §i 9, la stnga lui 2 se afld 5, 9, 8; etc. Aceastd permutare are an total 20 de
inversiuni. Prin definitie, numerele b;, vor satisface dntotdeauna relatiile:

0<b;<n-1, 0<b,$n-2, .., 0<b,=1, b,=0. (3)

Cel mai important lucru despre inversiuni este faptul ca un tabel de inversiuni determina unic permutarea
corespunzatoare. Putem trece de la orice tabel de inversiuni b;b,...b, satisficind (3) inapoi la unica
permutare care l-a produs, determiniand succesiv pozitia relativd a elementelor n, n-1, ...,1 (in aceasta
ordine). De exemplu, putem construi permutarea corespunzatoare lui (2) dupa cum urmeaza: scriem numarul
9; apoi il amplasam pe 8 dupa 9, pentru ca bg=1. Similar, 1l punem pe 7 dupa dupa 9 cat si dupa 8, deoarece
b;=2. Numarul 6 trebuie sd urmeze dupa doud din numerele deja scrise, pentru ca b,=2; rezultatul pertial
obtinut pana acum este deci:

9 8 6 7.

Continuand cu plasarea lui 5 la stdnga, pentru ca bs=0; 1l punem pe 4 dupa patru din numerele scrise si pe 3
dupa sase numere (anume 1n extrema dreaptd), ceea ce ne da:

598647 3.

Inseram in mod analog pe 2 si pe 1 si obtinem (1).

Interschimbarea elementelor alaturate

Cea mai simpla schimbare posibild in cazul unei permutari este interschimbarea elementelor alaturate si stim
ca orice permutare poate avea elementele sortate daca efectuam o seriea adecvatd de asemenea transpozitii.
Prin urmare, putem reveni si obtine orice permutare dorim parcurgand toate elementele unul dupa altul si

apoi interschimband elementele alaturate ori de cite ori este cazul.

Se pune o intrebare: este posibild parcurgerea futuror permutarilor unei multi-multimi date, astfel incét la
fiecare pas sa-si schimbe locul doar doud elemente alaturate ?

Din péacate atunci cand multi-multimea cuprinde elemente care se repetd, nu putem gasi o asemenea
secventa.
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De exemplu, pentru {1,1,2,2}, prin transpozitii aldturate avem:

2112

/ 2121 211
\ 1221

acest graf nu are nici o cale hamiltoniana.

1122 1212

4)

Cele mai multe aplicatii lucreaza, 1nsd, cu permutari de elemente distincte, iar in acest caz putem construi un
algoritm simplu care face posibild generarea tuturor celor n! permutari, efectuand doar n!-1 interschimbari de
elemente aldturate. Mai mult, o altd asemenea transpozitie relizeaza revenirea la elementul initial, aga ca
avem un ciclu hamiltonian.

Ideea este sa luati o asemenea secventd pentru {1,2,...,n-1} si sa inserati numarul n in fiecare permutare, in
toate modurile posibile. De exemplu pentru n=4, secventa (123, 132, 312, 321, 231, 213) conduce la
formarea coloanelor tabloului

1234 1324 3124 3214 2314 2134
1243 1342 3142 3241 2341 2143
1423 1432 3412 3421 2431 2413 (5)
4123 4132 4312 4321 4231 4213

cand 4 este inserat pe toate cele patru pozitii posibile. Acum obtinem secventa dorita citind de sus in jos
prima coloana, de jos in sus a doua coloana, de sus in jos a treia, ..., de jos 1n sus ultima: (1234, 1243, 1423,
4123, 4132, 1432, 1342, 1324, 3124, 3142, ..., 2143, 2134).

Fiecare transpozitie de elemente aliturate modifici numdrul total de inversiuni prin +1. In realitate, cind
avem 1n vedere asa-zisa tabela de inversiuni c;...c,, unde c;, este numarul de elemente aflate la dreapta lui j si
care sunt mai mici decat j, descoperim ca permutarile din (5) au urmatoarele tabele de inversiuni:

0000 0010 0020 0120 0110 0100
0001 0011 0021 0121 0111 0101
0002 0012 0022 0122 0112 0102 (6)
0003 0013 0023 0123 0113 0103

Algoritmul P (Schimbéri simple). Data fiind o secventa de n elemente distincte, a;, ay, ..., a,, acest algoritm
genereazd toate permutdrile acestora prin interschimbarea repetatd a unor elemente alaturate. Algoritmul
utilizeazd un vector suplimentar c;, c,, ..., ¢, care reprezintd inversiunile in forma descrisd mai sus,
parcurgand toate secventele de numere intregi astfel incat

0<ci<j, pentru 1<j<n.  (7)
Un alt vector, 04, 0, ..., 0,, memoreaza directiile in care se chimba intrarile c;.

Pl.{initializarea}
Pentru j=1,..,n executa
Cjeo
Oj<—l
sfarsit pentru
P2. {afisare}
Se afiseaza permutarea aj..a,
P3. {Pregatirea pentru schimbare}
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j<—1’1
s<0
{Urmatorii pasi determina indicele Jj pentru care valoarea lui cj este
pe cale sa se schimbe respectand in continuare conditia (7); variabila s
reprezinta numarul de indici k>j astfel incat cy=k-1}
P4. {Pregatirea pentru schimbare}
geC4t05
daca g<0 atunci
goto P7
sfarsit daca
daca g=7j atunci
goto P6
sfarsit daca
P5. {Schimbarea}
Aj-cljl+s © Sj-g+s
Ci=q
goto P2
P6. {incrementarea lui s}
daca j=1 atunci
goto P8
Altfel
S—s+1
sfarsit daca
P7. {schimbarea directiei}
O4<—054
Jj=j-1
goto P4
P8. Sfarsit

Faptul cé algoritmul P efectueaza exact o interschimbare la fiecare vizita, Tnseamna ca permutdrile pe care le
genereaza sunt, in mod alternativ, pare respectiv impare. Prin urmare putem genera toate permutarile pare
prin simpla evitate a celor impare. In realitate, tabelele c si o simplifica tinerea evidentei numarului total
curent de inversiuni, c;+...+c,, in timpul executiei algoritmului.

Multe programe trebuie sd genereze In mod repetat aceleasi permutari si Tn asemenea cazuri nu trebuie sa
parcurgem de fiecare datd etapele algoritmului P. Putem pur i simplu pregati o listd de transpozitii adecvate,
utilizdnd urmatoarea metoda:

Algoritmul T (Transpozitiile schimbarilor simple)
{Acest algoritm calculeaza elementele unui tabel t[1l], t[2],..,t[n!-1]
astfel incat actiunile algoritmului P sa fie echivalente cu
interschimbarile succesive acgeaing+1, pentru 1<k!<n!. Presupunem ca
n=2.}
Tl. {initializarea}
Nen'!
d-N/2
t[d]l<1
m—2
T2. daca m=n atunci
goto T6
altfel
mem+ 1
k<0
sfarsit daca
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T3. {de sus in jos}
k—k+d
me*l
cat timp j>0 executa
tlk]l<]
Jj-3-1
k—k+d
sfarsit cat timp
T4. {deplasare}
t[k]l<tl[k]+1
k—k+d
T5. {de jos in sus}
Cat timp Jj<m-1 executa
Jj=J+1
tlk]l<]
k<k+d
sfarsit cat timp
daca k<N atunci
goto T3
altfel
goto T2
sfarsit daca
T6. sfarsit

De exemplu, dacd n=4, obtinem tabelul (t[1], t[2], ..., t[23])=(3,2,1,3,1,2,3,1,3,2,1,3,1,2,3,1,3,2,1,3,1,2).

Alfametrica

Sa consideram acum un gen de problema simpla, in care sunt utile permutérile:
Cum poate modelul

SEND+
MORE
—————— (8)

Reprezenta o suma corectd, daca fiecare literd Tnlocuieste cite o cifrd zecimala?

Asemenea probleme se numesc de obicei “alfametrice”, cuvant inventat de J.A.H. Hunter in 1955, un alt
termen pentru acest gen de probleme este “criptaritm”, propus de S. Vatriquant Tn 1931.

Sa presupunem ca dorim sa lucram cu o multime mare de alfametice complicate, unele dintre ecestea nefiind
rezolvabile, pe cind altele pot avea mai multe solutii. Atunci, este bine sa folosim un algoritm care sa incerce
toate permutdrile de cifre, care corespund unui anumit model, determinidnd permutarile care produc o suma
corecta.

Putem la fel de bine sa facem o mica generalizare si sa luam 1n calcul alfametice sumative in general, lucrand
nu numai cu sume simple, cum ar fi (8), ci §i cu exemple cum ar fi:

VIOLIN + VIOLIN + VIOLA = TRIO + SONATA
in mod echivalent, dorim sa rezolvam probleme cum ar fi

2 (VIOLIN) + VIOLA - TRIO - SONATA = 0. (9)
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unde este datd o sumd de termeni cu coeficienti intregi, iar scopul il reprezintd obtinerea cifrei 0 prin
inlocuirea diferitelor litere cu cifre zecimale distincte. Fiecare literd dintr-o asemenea problema are o
“semnaturd” obtinutd prin Tnlocuirea cu cifra 1 a fiecarei aparitii a literei si cu cifra O a celorlalte litere; de

exemplu semnatura lui T in (9) este
2(010010) + 01000 - 0010 - 000000,

respectiv 21010. Dacd atribuim in mod arbitrar codurile (1,2,...,10) literelor (V,I,O,L.N,A,T,R,S,X),
semnaturile acestora in (9) sunt

5,=210000, s,=21010, s3= - 7901, s4=210, ss= - 998, s~ - 100, sy= - 1010,
sg= — 100, s¢= — 100000, s10=0. (10)

A fost adaugata o literd suplimentard X, deoarece este necesar sa fie 10 litere. Acum problema se reduce la
determinarea tuturor permutarilor a,...a; ale multimii {0,1,...,9}, astfel incat

10
a~s=2ajsj =0 (11).

j=l

Existd de asemenea o conditie suplimentara, deoarece prima cifrd a unui numar din alfametica este nenula.
De exemplu, sumele,

7316+ 6524+
0823 0735
08139 07259
5731+ 2817+
0647 0368
06378 03185

si multe altele sunt considerate a nu fi acceptabile ale lui (8). in general, existd o multime F a primelor litere,
pentru care trebuie sa avem

a;#0, pentru orice j din F (12)
Multimea F care corespunde relatiilor (9) si (10) este {1,7,9}.

O metoda de abordare a unei familii de alfametici sumative ncepe utilizdnd algoritmul T pentru a pregéti un
tabel de 10!-1 transpozitii t[k]. Apoi, pentru fiecare problema definitd de o secventa de semnaéturi (sy,...,S10)
si de o multime de prime litere, F, putem cauta exhaustiv solutii astfel:

Al. {Initializarea}
alaz...al(y—o 1..9

10
ve Y (j=Ds,
j=1

ke1
dj—sj+1—s5, pentru 1<3<10
A2. {Testul}
daca v=0 si relatia (12) este adevarata atunci
se afiseaza solutia aj;aj..ap
sfarsit daca
A3. {Interschimbarea}
daca k=10! Atunci
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goto A4
altfel
et [k]
Vev— (aji1—ay) dy
aj+10a3
kek+1
goto A2
sfarsit daca
Ad4. sfarsit

Pasul A3 este justificat de fapltul ca interschimbénd a; cu aj,; pur si simplu este micsorat a's cu (j,1-2;)(j+1-
Sj).

O alfametica se numeste purd dacd are o solutie unica.

(9) nu este pura, pentru ca permutarile 1764802539 si 3546281970 rezolva sistemul format din (11) si (12).
Mai mult sg=sg 1n (10), astfel putem obtine incé doua solutii interschimband cifrele atribuite Iui A si R.

Pe de alta parte (8) este o alfametica purd, dar metoda pe care am descris-o va gasi doud permutdri distincte
care reprezinta solutii ale acesteia. Motivul pentru care se Tntdmpla acest lucru este ca (8) implica folosirea a
doar opt litere distincte, asa ca o transformam 1n solutie utilizdind doua semnaturi fictive, sy=5,0=0. in general,
o alfametica cu m litere distincte va avea 10-m semnaturi fictive, sy.1=...810=0 si fiecare dintre solutiile sale
vor fi gasite de (10-m)! ori daca nu insistam ca, de exemplu, sa fie indeplinita conditia ay.<...<aj.

Un cadru general

In continuare vom utiliza indici a caror valori incep de la 0, astfel apa,...a,; va fi notatia pentru a nota
permutarile multimii {0,1,...,n-1} Tn loc sa scriem aa,...a, pentru permutarile multimii {1,2,...,n}. Mai
important este faptul cd vom considera schemele de generare a permutarilor, 1n care cele mai multe operatii
vor fi efectuate la stinga, astfel incat toate permutdrile multimii {O,1,...,k-1} vor fi generate in cursul
primilor k! pasi, unde 1<k<n. De exemplu o asemenea schema pentru n=4 este

0123, 1023, 0213, 2013, 1203, 2103, 0132, 1032, 0312, 3012, 1302, 3102,

0231, 2031, 0321, 3021, 2301, 3201, 1230, 2130, 1320, 3120, 2310, 3210;
(13)

si se numeste “ordine colex inversa” deoarece daca inversam sirurile de la dreapta la stanga, obtinem 3210,

3201, 3120,..., 0123, in ordine lexicografica inversa. Un alt mod de a privi relatia (13) este sa considerati

intrdrile de forma (n-a,)...(n-a;), unde a;a...a, parcurge in ordine lexicograficd permutarile multimii

{1,2,...,n}.

Inmultirea permutirilor

Reamintim ca o permutare poate fi scrisd pe doud linii, de exemplu permutarea p=250143 poate fi scrisa
astfel:

012345
- (250143
0—2, 155, 2—0, 3—1, 4—4 si 5—3; un ciclu de dimensiune 1, cum ar fi 4, nu trebuie indicat. Intr-ucat 4
este un punct fix al acestei permutari, spunem ca “p 1l fixeaza pe 4”. Scriem de asemenea Op=2, 1p=5 si asa
mai departe, afirmind ca jp este «imaginea lui j prin p«. inmultirea permutarilor, cum ar fi p inmultita cu g,
unde q=543210, se efectueaza astfel

| (012345)(012345) (012345)(250143) (012345
P41 250143 ) 543210 )~ | 250143 )\ 305412 )~ | 305412

fie In forma de cicluri

], fie in formd mai compactd a doua cicluri p=(02)(153), cu semnificatia ca p transforma
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pg=(02)(153)-(05)(14)(23)=(0341)25).

De remarcat cd imaginea lui 1 pein pq este 1(pq)=(1p)q=5q=0, etc.

Urmare a unei propuneri facutd de Evariste Galois in 1830, se spune cd o multime nevida de permutari G
formeaza un grup daca este inchisd la Tnmultire, adicd daca pentru orice doud permutéri p, q din G produsul
lor pq este tot in G.

Grupurile de permutari G sunt reprezentate convenabil 1n calculator, prin intermediul unui tabel Sims, care
este o familie de submultimi S;, S,, ... ale lui G, cu urméatoarea proprietate:

Sk contine exact o singurd permutare py; care transpune k—j si fixeaza valorile tuturor elementelor care sunt
mai mari decat k, ori de céte ori G contine o asemenea permutare. Fie pypemutarea identicd, aceasta fiind
inclusd intotdeauna in G; dar cand 0<j<k, orice permutare adecvatd poate fi aleasa sd joace rolul lui py;.
Principalul avantaj al unui tabel Sims este acela ca ofera o reprezentare convenabila a intregului grup:

Lema S.

Fie S|, Sy, ..., Si.1 un tabel Sims pentru un grup G de permutari ale multimii {0, 1, ..., n-1}. Atunci fiecare
element al lui G are o reprezentare unicd, de forma

q=Pp\Py--Dpyi-unde p,€S,, pentru 1<k<n. (14)

Demonstratie

Dacd q este o asemenea reprezentatie si dacd p,.; este permutarea pu.1y din S,.;, atunci q transpune n-1—j,
deoarece toate elementele lui S;U...US, , fixeaza valoarea lui n-1. Reciproc, dacd q transpune n-1—j, avem

q=q Py unde q'=qp(,-1); este o permutare a Iui G, care fixeazd n-1. Multimea G’ a tuturor acestor

permutari formeaza un grup, iar Sy, ..., Sy, este un table Sims pentru G’, prin urmare, rezultatul se obtine
prin inductie dupa n.

Pentru cadrul general, prezintd interes grup permutarilor multimii {0, 1, ..., n-1} si In acest caz fiecare
multime Sy a unui tabel Sims va contine k+1 elemente {p(k,0), p(k,1), ..., p(k.k)}, unde p(k,0) este
permutarea identicd, iar celelalte permutari transpun k Tn valorile {0, 1, ..., k-1}, intr-o ordine

oarecare.(Permutarea p(k,j) nu trebuie sa fie identicd cu py; si, de obicei acestea doud sunt diferite.) Fiecare
asemenea tabel Sims conduce la un generator de permutari, conform urmaétorului plan:

Algoritmul G (Generatorul de permutari generale)

Fie un tabel Sims (Si, S,, ..., Sy.1), in care fiecare Sy are k+1 elemente p(k,j) descrise ca mai Tnainte. Acest
algoritm genereaza toate permutdrile apa;...a,; ale multimii {0, 1, ..., n-1}, utulizdnd un tabel de control
auxiliar c,...csCy.

Gl. {initializarea}
pentru j=1,n-1 executa
a;—]
Cj+l<—0
sfarsit pentru
G2. {vizitarea}

CpfsenCpsCy

{la aceasta etapa, numarul in Dbaza mixta { 3 2
n,..,>3,

} reprezinta

numarul de permutari vizitate pana in prezent}
Se afiseaza permutarea agai..anp-1-
G3. {incrementarea cu 1 a lui c,..cyci}
kel
cat timp (k<n)si (cy>=k)
Ck<—0
kek+1
sfarsit cat timp
daca k=n atunci
goto G5
altfel
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Cyr—Crt+1
sfarsit daca
G4. {permutarea}
Se aplica permutarea qg(k,cy)u(k-1)" lui apai..an-1, asa cum se aplica
mai jos, dupa care goto G2.
G5. Sfarsit

Aplicarea unei permutdri q lui apa;...a,; Inseamna inlocuirea lui a; cu aj; pentru toti indicii j, aceasta
corespunde unei premultiplicéri cu q.

Sa definim
q(k.j)=pk.j)pck,j-1), pentru 1<j<k (15)
u(k)=p(1,1)...pk.k). (16)

Atunci etapele G3 si G4 conserva proprietatea:
apa,...a,.1 este permutarea p(1,c,)p(2,c3)...p(n-1,¢y.1), (17)
iar Lema S demonstreaza ca fiecare permutare este vizitatd exact o singura data.

Omiterea blocurilor nedorite

Un avantaj notabil al algoritmului G este acela ca parcurge toate permutarile lui apa;...a; ; Tnainte sd ajunga
la ay, apoi efectueaza alte k! cicluri Tnainte sa interschimbe a; din nou etc. Prin urmare daca de fiecare data
ajungem la o aranjare a elementelor finale ay...a, |, care nu este importantd in cazul problemei la care lucram,
putem omite rapid toate permutdrile care se termind cu sufixul nedorit. Mai exact am putea Tnloci pasul G2
cu urmatorii sub-pasi:

G2.0 {acceptabil?}

Daca ay..a,-1 nu este un sufix acceptabil, se trece la pasul G2.1. In
caz contrar, se efectueaza atribuirea k<k-1. Apoi, in cazul in care k>0,
se repeta pasul curent; in cazul in care k=0, se trece la pasul G2.2
G2.1 {Omiterea acestui sufix}

In cazul in care cy=k, se aplica p(k,k) lui apai..an-1, se efectueaza
atribuirile ¢ 0, k—k+1 ;I se repeta operatiile pana cand cx<k.
Algoritmul se incheie in cazul in care k=n; in caz contrar, se efectueaza
atribuirea cy—cytl, se aplica g(k,cyx) lui apaj..ap-1 si se revine la pasul
G2.0.

G2.2 {vizitarea}
Se viziteaza permutarea agaj..api-

La pasul G1 ar mai trebui efectuatd atribuirea k«—n-1. Observati cd noii pasi sunt definiti atent, pentru a
respecta conditia (17). Algoritmul a devenit mai complicat, deoarece trebuie sa cunoastem permutarile q(k.j)
si p(k,k) pe langa permutarile q(k,j)u(k-1)", care apar la pasul G4. Complicatiile suplimentare meritd insa
adesea efortul, deoarece programul rezultat ruleaza semnificativ mai rapid.
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